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摘  要 
    本研究的研究目的是探討優秀中學數學教師在概念引入時提供給學
生何種有意義學習的機會。研究實際進入課堂觀察教師的教學活動，蒐集
資料後歸納分析，為保持學習環境的真實與自然，並未設計實驗或干預教
師的教學，完全配合教師進行資料收集，而且關注教師的教學過程，以自
然探究法進行。屬於質的研究。 
    本研究界定出優秀數學教師，選出四位高中優秀數學教師作為研究對
象，並選取高一至高三的教學內容共十四節課來做分析。研究結果的報導
分四個部分：第一、教師引入數學概念的方式，及使用這些方式的目的為
何。第二、教師在建立意義所使用的教學手法及如何使用這些教學手法。
第三、數學意義的來源。第四、教師提供的意義類型。 
 
 
 
關鍵詞：優秀數學教師、有意義學習、教學手法、數學意義的來源、 
意義類型 II 
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第壹章  緒論 
第一節  研究背景 
    大學時修過的許多教育課程中，常常會提到一些著名的學習理論，例
如：行為學習論、發現學習論、認知發展論、訊息處理學習論、有意義學
習論、社會學習論…等等。這些理論要如何應用在數學學習上呢？以及數
學教學上呢？ 
   曾經讀過一本《智性學習》 ，緒論的第一頁就在探討關聯式理解與機械
式理解，而數學知識、數學內容是如何透過老師的教學，被學生記得儲存
在腦中，這些或許要探究學生的大腦，或者要訪談學生才有辦法知道答
案，但是怎樣的教學會使得學生容易理解，而且理解的方式不是灌輸得到
的？有沒有哪一種教學方法使得學生學習數學能夠有效的應用呢？ 
    就讀研究所的時候開始接觸許多數學教育的文獻，與數學教育中各個
領域的內容。在 NCTM(國際數學教師協會)  2000 年的 Principles  and 
Standards for school mathematics  的標準中提到教學準則： 
   “ Effective mathematics teaching requires understanding what 
students  know  and  need  to  learn  and  then  challenging  and 
supporting them to learn it well.(NCTM，2000) ” 
以及學生學習準則： 
    “Students must learn mathematics with understanding, actively 
building  new  knowledge  from  experience  and  prior  knowledge. 
(NCTM，2000)” 
兩個準則中都提到理解的重要。而學生學習準則中還提到學生要能從經驗第壹章  緒論 
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及先備知識中主動建立新知識。 
    暑假上謝豐瑞老師開設的教學活動設計一門課中，探討到「有意義學
習」這個主題，以及研讀文獻後發現，許多學者認為學生學習都要能跟舊
經驗以及先備知識產生關聯，學習才會有意義。因此這也激起研究者想對
有意義學習產生興趣。想去探討教師的教學如何讓學生能有意義學習。 
    由於研究者本身只有一年的實習經驗，只算是個生手教師，有許多的
教學經驗是無法一下子就累積而成的，所以將目標鎖定優秀教師，並且藉
由教室觀察來探討優秀教師的教學是如何提供學生有意義學習的機會，故
以此為主題進一步作研究。 
 
 
 
第二節  研究目的暨研究問題 
研究目的： 
探討優秀中學數學教師在概念引入時提供給學生何種有意義學習的機會。 
研究問題： 
1、教師引入數學概念的教學方式為何？及使用這些方式的目的為何？ 
2、教師引入數學概念時使用的教學手法為何？及如何使用這些教學手
法？ 
3、教師使用哪些數學意義的來源？ 
4、教師提供有意義學習的類型為何？ 
 第壹章  緒論 
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第三節  名詞界定 
1.  優秀數學教師： 
    本研究所稱的「優秀數學教師」乃透過對學生的問卷調查研究及
專家的認定而界定。詳細說明請參考研究對象一節。 
 
2.  有意義學習(meaningful learning)： 
    本研究所稱的「有意義學習」是指學習新知識時，學習者能將其與
已有知識、經驗相連結、統整，使得新知識不再是孤立的，而是與舊知
識、經驗融合，形成一個數學概念及思考的網絡。學習者的數學概念與
思考網絡，可能包含數學物件、其他學科物件、生活物件、情境等等。  
 
3.  引入數學概念的方式： 
    本研究所稱的「引入數學概念的方式」乃教師引入新的數學概念、
內容時，包裝這些概念與內容的方式，是與數學概念、內容相關的。例
如以房間角落介紹三度空間坐標。 
 
4.  教學手法： 
    本研究所稱「教學手法」是指教師為了完成教學任務、達成教學目
標所採用的教學手段、方法。它與數學概念、數學內容的相關性較低，
比較貼近做了什麼樣的動作。例如：講述、閱讀、討論、問答等等。 第壹章  緒論 
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5.  數學意義的來源(meaning source)： 
       本研究所稱「數學意義的來源」有四個，介紹如下： 
1.  藉由在數學表徵系統之間的轉換。 
2.  藉由在數學和非數學系統之間的表徵轉換。 
3.  藉由表徵系統內部的轉換、記號的操弄學習樣式與句法。 
4.  藉由心理實體的建立，是透過動作、程序和概念的具體化變成現象
界中的物件，然後能當作在更高層次的組織中新的動作、程序和概
念的基礎(稱作反思抽象)。 
 
6.  意義類型(meaning types)： 
    學習者透過數學意義來源產生有意義學習，新學習到的知識(含思
考)即成為後續學習時的數學意義來源；本研究將這些新學習到的知識
分類研究稱其為「意義類型」 。例如：表徵、符號、記法、程序、運算…
等，都各是一種意義類型。 
    學生在學習新知識之前的一個數學意義來源 ， 等到學生學會並建立
起來後就會成為一種意義類型 ， 這種意義類型用在另一個學習內容的時
候可能會變成一種數學意義來源 。 數學意義來源與意義類型之間有這種
交錯出現的形式。舉例來說：教師在建立學生函數的式子表徵時，可能
會使用表格表徵或定義表徵的轉換，最後形成函數的式子表徵， 「表徵」
就是教師建立的一種意義類型，而這種意義類型，在之後的函數圖形教
學中，可能就變成數學意義來源的一種。 
 第貳章  文獻探討 
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第貳章  文獻探討 
第一節  有意義學習 
Meaningful learning 這個詞的中文翻譯有許多種，有的譯為 「有意義學
習」(張新仁，民 82)，有的譯為「意義學習」(施良方，民 85)，有的則譯
為「意義化學習」(張春興，民 87)，本研究採用「有意義學習」 。 
 
一、Ausubel 的有意義學習論 
    1960 年代 Ausubel  從認知的觀點提出有意義學習。有意義學習是指：
「學習內容和學習者已有的知識之間 ， 產生的一種非任意的 （non‐arbitrary）
和實質上的（substantive）關聯」 。所謂「非任意」是指新訊息與個人已有
知識之間有關聯，不受表面文字的限制；而「實質的」則指前述兩者的關
聯，不受表面文字的限制（Ausubel, 1963 ;  張新仁，民 82） 。 
    Mayer(1987)在書中提到，要產生有意義學習必須符合三種主要條件：  
1.  接受：學習材料必須被學生接收；亦即，學生必須接觸到或注意
到目標訊息。 
2.  擁有性：學生必須擁有與新訊息有關的現存知識。 
3.  主動激發：學生必須主動組織新訊息，並且將新訊息統整在現存知
識中。 
這三種條件可呈現如下圖 2‐1‐1 中，會有三種情形發生： 
1.  非學習：未符合第一個條件，學生將學不到任何知識。 
2.  非理解：符合第一個條件，但不符合第二或第三個條件，那麼學生
將以沒有意義的方式學習。 第貳章  文獻探討 
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3.  理解：如果這三個條件均符合，學生便能產生有意義學習。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 2-1-1：有意義學習的條件 
    從 Mayer 對有意義學習的產生條件可以知道，學生若是能有意義的學
習最終要能理解。Skemp(1989)認為理解一些事的意思是將它同化到一個適
當的基模中。張春興所編的《張氏心理學辭典》(1998)提到「理解是指對
事理的內涵及變化知曉的歷程；指了解別人感受與事實真相而給予同情的
歷程」 。 
    Ausubel(1963)認為有意義學習的發生不容易呈現出來，學習者獨立地
解決問題有時候是能看出學生是否真的理解概念。相同的觀點也出現在
Mayer(2002)的文章中，他認為有意義學習會發生在學生為了能夠成功地解
決問題所需要建立的知識與認知過程。解決問題是能想出到達目標的方
法，也就是找出如何改變情境從現有的狀態到目標的狀態 Mayer(1992)。 
    有意義學習的討論通常會伴隨著機械式學習(rote learning)一起討論，
下面將介紹幾個針對這個議題討論的文獻。 
是否接受
到新資訊
是否擁有
現存知識
是否主動統
整新舊資訊
理解 
是 
是 
是 
否 
否 
否 
非學習
非理解
非理解第貳章  文獻探討 
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一、機械式學習與有意義學習之比較 
    Ausubel  認為真正的學習必須由學習者自己發現新知識之意義。有意
義學習相對於行為學派所主張的機械式學習，主要差異在於有意義學習強
調將新訊息與已有認知結構相關聯，重組成為新結構，概念體系將不斷累
進；機械式學習只偏重於機械化的練習，只是瑣碎片段知識的記憶，並不
能與已有的認知結構相關聯，所以很容易遺忘，這類訊息不容易在既有的
概念結構中紮根(朱敬先，1987；林寶山，1988) 
    Ausubel(1963)將學習區分成接受式學習與發現式學習。他認為接受式
學習是學習內容經由教師組織成最後形式呈現給學習者；發現式學習是不
將主要學習內容給學習者讓學習者獨立發現。 
表 2‐1‐1：Ausubel 的學習分類表 
  階段二：學習者對訊息吸收接納的方式 
有意義的  機械式的 
階
段 
一 
： 
學 
習 
者 
獲 
得 
訊 
息 
的 
方 
式 
接 
受 
式 
1.有意義的接受學習 
  各種訊息加以邏輯組織
後，再以最後形式提供給學
習者；學習者再將它們與已
有知識相關聯(即將之納入
現有之認知結構中)。 
3.機械式接受學習 
  各種訊息是以最後
之形式呈現，提供給
學習者；學習者再將
之記憶起來。 
發 
現 
式 
2.有意義的發現學習 
  學習者獨自獲得各種訊
息，然後再將它們與已有知
識相關聯(即將之納入現有
之認知結構中)。 
4.機械式發現學習 
  各種訊息是由學習
者獨自獲得，隨後將
之記憶起來。 
(Ausubel & Robison, 1969,  引自林寶山，1998；1990) 
    Ausubel 並不是將有意義學習與機械式學習截然的二分，而是視為一第貳章  文獻探討 
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個連續的向度，許多學習兼具兩者只是程度的多寡而已。而且結合接受式
學習與發現學習這個向度，可以用下圖 2‐1‐2 來表示： 
有意義學習  釐清概念間的 
關係 
良好設計的 
聽講教學 
科學的研究 
(新的音樂與建築) 
  講述或大量的教
科書學習 
  多數的例行＂研究＂
或智力的產出 
    校內實驗活動   
機械學習  九九乘法表 
學習 
使用公式解決 
問題 
嘗試錯誤 
“迷津＂解決 
  接受式學習  指導式學習  自主性發現 
圖 2-1-2： 「接受-發現」學習與「機械-有意義」學習之間相互垂直的關係
(Ausubel ,1978；轉引自魏世台，民 70) 
    Kinnear(1994)文章中區分有意義學習是「主動」 、 「深層」 、 「建構式的
學習」 ，是指學習者主動的將新概念和已經存在於大腦內認知結構中的概
念連結及關聯；機械式學習則是「被動」 、 「表面」 、 「複製式的學習」 ，指
學習者在極少或沒有理解的狀況下學習，記憶只保留很短的時間，這種學
習型式不會將新概念聯結到已存在的概念中。 
    張春興的《張氏心理學辭典》(1998)解釋有意義學習是指「在學習新
的知識時，在教材編製與教法運用上，力求與學生已有之知識經驗相銜
接，使學生感到新鮮而有意義，從而易於產生新的學習。這種配合舊經驗
學習新知識的教導學生學習方法，就稱為有意義學習。」而機械式學習是
指「不靠理解只靠重複練習、強記即產生行為改變的學習歷程。」 
    Mayer(2002)在文章中區分無學習、機械式學習和有意義學習三類： 
1.無學習：學習者無法擁有也不能運用知識，在學習時無法獲得且理解學
習內容。 第貳章  文獻探討 
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2.機械式學習：學習者擁有關聯性知識但是不能運用知識去解決問題，也
無法將此知識遷移到新的情境中。 
3.有意義學習：學習者不只擁有關聯性知識，而且能運用知識解決問題並
理解新概念，也能將知識遷移到新的情境中。 
    Hiebert & Lefevre (1987)  的文章中以程序性知識與概念性知識的角度
來切入探討有意義學習與機械式學習的關係。有意義學習常常被用來傳達
許多相同的屬於程序性知識的想法，機械式學習產生的知識是缺少連結以
及被上下文綁的很緊，這樣由機械式學習得來的知識是沒有與其知識連結
的，所以不能應用在其他情況，它只能用在跟原來的上下文非常相似的地
方，機械式學習不能直接產生概念性知識，透過機械式學習學到的性質只
是片斷的知識被儲存在腦中，而且無法連結概念性網絡，但是之後學生可
能會將片段的資訊組織起來，在這種情形概念性知識的形成一開始是由機
械式學習而來的。 
    Skemp 對於機械式理解(instrumental  understanding)與關聯式理解
(relational  understanding)的內涵跟我們探討有意義學習與機械式學習的觀
點是類似的。Skemp 提到機械式理解是獲得一項法則和懂得利用它，關聯
式理解是知道做什麼和為什麼這樣做。引起機械式學習數學方式，就像學
習固定計畫，及由特定的起點到指定的終點；相反的，學習關聯式數學需
要建立一個概念結構，擁有概念結構的人有能力創造無限個計畫，並可以
按概念結構由任何一個起點到達任何一個終點(Skemp,1989，許國輝
譯,1995)。 
    綜觀以上一些學者對於有意義學習與機械式學習的看法，研究者自行
歸納出以下的想法：有意義學習是「主動」 、 「理解」 、 「建構式學習」 、 「連
結」 、 「學習遷移較佳」 。機械式學習是「被動」 、 「模仿」 、 「複製式學習」 、
「不連結」 、 「學習遷移較差」 。 第貳章  文獻探討 
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二、Ausubel 的認知同化學習理論 
Ausubel 界定了有意義學習的條件及類型，並提出了學習時的認知同
化論，以及學習認知系統圖（Ausubel,1968） 。如下： 
 
 
 
 
 
 
 
圖 2-1-3：學習認知系統圖 
    依據 Ausubel 的學習認知圖可以知道，學習除了注重學習表現外，學
習的過程也是要重視的。 
    Ausubel & Robinson(1969)提出了四種有意義學習：表徵學習、概念學
習、命題學習與發現學習。 
(一)表徵學習(representational learning) 
    孩童主要智力學習任務是學習符號的意義，最初孩童學習這些符號是
透過家長所講出的。要了解孩童如何獲得符號的意義，以及組成符號意義
的認知內容之本質。舉例來說，當孩童注視著一隻狗時，他的家長說： 「這
是一隻狗」 ，最初「狗」這個詞對孩童來說是沒有意義的，但是他的認知
結構中的兩種內部刺激被激發了：一個是視覺影像，一個是聽到狗這個詞
所產生的內部刺激(圖 2‐1‐4 )。 
    透過講話及手勢(譬如：用手指著狗)，家長向孩童說明「狗」這個詞
代表的就是實際的狗，因此， 「狗」這個詞被賦予意義，就是由實際的狗
所引發的認知內容。經過多次符號(「狗」這個詞)及物體(「狗」的影像)
學習者認知系統
學習材料   記憶感知 短期記憶 學習表現 
引起注意  選擇
建立外在連結 儲存結果
長期記憶(擁有先備知識)
建立內在連結第貳章  文獻探討 
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的配對，只要符號出現，就會引起狗的視覺影像(圖 2‐1‐4)。但是到了某個
時候，孩童會發現到環境中不同的物體會有不同的名稱，同一類的物體的
不同東西(如：不同種的狗)可以有同樣的名稱(都叫作「狗」)。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 2-1-4：命名過程的階段 
    Ausubel  認為，因為孩童不能任意的給客體命名，這就符合有意義學
習的一條準則，即符號與客體之間有實質性的聯繫。所以，雖然表徵學習
(或名稱學習)在有意義學習和機械式學習這一個連續體上，相對說來處於
機械式學習的一端(因為物體與名稱必須完全對應)，但也並不是完全任意
的，因此也具有意義學習的性息。(引自施良方，2001) 
(二)概念學習(concept learning) 
    概念同時具有邏輯和心裡意義。邏輯上來說，概念是指在給定領域中
具有相同特徵被組織在一起的現象，舉例來說， 「三角形」是指一種獨立
的集合不同於長方形或圓形。我們說概念的關鍵屬性是指概念中的的性質
相同，也就是說，一旦掌握了概念的關鍵屬性，就能判斷遇到的某一個東
西是否屬於這個概念。 
    為了描述概念學習，Ausubel 用學習「立方體」這個概念為例子，立
早期階段 
聽覺刺激
 視覺刺激 
(狗的影像) 
認知結構
實際的狗 
「狗」 
這個詞 
 
後期階段 
聽覺刺激
狗的視
覺影像
認知結構
「狗」 
這個詞 
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方體有不同的大小、顏色和材質，但是孩童具體經驗的結果，它們能發現
立方體的關鍵屬性。這些屬性藏在立方體的表徵影像中，這影像是孩童由
經驗中發展出來的，孩童歸納地發現關鍵屬性的過程就稱為概念形成。當
孩童擁有「立方體」這個概念，而且概念的意義是由關鍵屬性組成的表徵
影像而來的，在這個階段，孩童同獲得概念，但是還不知道它的名稱。(圖
2‐1‐5) 
 
 
 
 
 
 
 
圖 2-1-5：概念名稱學習的兩階段 
    後期階段，當孩童進入小學開始學習概念的名稱，學習概念的名稱是
一種表徵學習，在這學習中，學生學會口說的及書寫的符號「立方體」來
表示他已經獲得這個概念的外延意義(denotative meaning)。(圖 2‐1‐5) 
    每個概念還有內涵意義(connotative meaning)，內涵意義是指每個孩童
獨特的、個人的、感情的和態度的反應，這些反應依賴於他們對物體的經
驗。例如： 「國家」和「朋友」這一類的概念很強的內涵意義，對不同的
人會引起不同的情緒。 
    概念學習一般來說包含兩階段：形成概念以及學習概念名稱的意義。
有些時候我們會記得概念本身的意義卻忘了概念的名稱，有時候卻相反，
記得名稱但不記得所蘊含的意義，所以這兩者都是重要的。 
階段 1 
概念具有意義 
 
形成影像
(由關鍵屬
性組成) 
認知結構
介紹  立方體 
這類物 
體 
階段 2 
概念的「名稱」獲得意義
聽覺刺激
認識結構
「立方體」
這個詞 
 
形成影像
(由關鍵屬
性組成) 第貳章  文獻探討 
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(三)命題學習(proposition learning) 
    命題是一個句子，像是「鱷魚會吃小孩」就是一個命題。句子顯示了
一個命題的重要關係稱作概括性敘述，它跟兩個以上的概念有關。 「鄰居
的短吻鱷吃了小強」 ，就不是一個概括性敘述的命題，因為它指的是特定
的物體。命題學習是要理解句子中所表達的意義。 
    命題學習發生時，所學習的句子與孩童的認知結構有聯結時。他認為
有三種關係： 
(1)  從屬關係  (subordinate relationships)：這是新教材與既存知識中最普通
的關係，新教材從屬於認知結構中已有的和包含性較廣的概念。 
    它又可分成兩種形式，一種是衍生包含  (derivative  subsumption)，也
就是新的命題材料僅是學生已有的包含性較廣的命題，或是直接從已有命
題中衍生而來，例如：孩童已經學會「貓會爬樹」的概念，那麼「鄰居的
貓會爬我們家的樹」這個命題是從屬於已有的命題。(請見表 2‐1‐2) 
    另一種是相關包含  (correlative subsumption)，它發生在新材料是一種
擴充、細節、修飾或限制已經學過的命題。例如：學生已經知道「平行四
邊形的概念」 ，我們要定義菱形藉由「菱形是四條邊一樣長的平行四邊形」
這個命題，在這種情況下，透過對「平行四邊形」的限制，產生了「菱形」 」
的概念。(請見表 2‐1‐2) 
(2)  上級關係  (superordinate relationships)：當學生學習一種包含性較廣，
可以把一系列原有概念從屬於其下的新命題時，新學習內容便與學生的認
知結構中已有概念產生了一種上級關係。Ausubel 在 1969 年認為，這種命
題學習相對來說很少見，因為教科書和教師都先介紹一般的，包含性較廣
的命題，然後提具體實例，不斷加以擴展和修正。但在 1978 年，他的觀
點產生變化，認為這類命題學習比其他命題學習更常見。(施良方，2001) 
    舉例來說，假定學生已經學過正方形、長方形和平行四邊形的內角和第貳章  文獻探討 
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是三百六十度，現在教師希望學生學習一般命題「任意四邊形的內角和是
三百六十度」 ，老師若提供一般的不規則四邊形並從這些例子中一般化，
會有助於學生學習。而原先正方形、長方形和平行四邊形的概念就會從屬
於新衍生出的概念之下。 
(3)  組合關係  (combinational relationships)： 
    新命題的有意義學習跟認知結構中相關概念不是從屬關係或上級關
係時，會產生組合意義。許多新命題、新概念都是這類的學習。(請見表
2‐1‐2) 
表 2‐1‐2：同化理論中的有意義學習 
subordinate 
learning 
從屬關係 
a.  衍生包含  (derivative subsumption) 
    在衍生包含中 ， 新知識 5 a 是與上級概念 A
有關， 5 a 是 A 的另一種狀況，或是 A 的擴充。
A 這個概念的關鍵屬性沒有改變，但新的例子
與它們有關。 
 
b.  相關包含  (correlative subsumption) 
    在相關包含中 ， 新知識 y 不僅與上級概念
x 有關聯，而且是 x 的擴充、修飾或限制。包
含概念的關鍵屬性可能因新的從屬包含關係
而得到擴充或修飾。 
 
superordinate 
learning 
上級學習 
    在上級學習中，已有概念 1 a 、 2 a 、 3 a 被
認為是新概念 A 的具體例子，因此跟 A 有關。
上級概念 A 是根據一組新的 、 能包含這些從屬
概念的關鍵屬性來下定義。 
 
 
 
 
combinational 
learning 
組合學習 
    在組合學習中，新概念 A 是與已有概念
B、C、D 有關的，但 A 並不比 B、C、D 包含
性更廣，或更具體。在這種情況下，新概念 A
具備某些已有概念共同的關鍵屬性。 
 
 
 
(資料來源：Ausubel, Novak and Hanesian,1978) 
 
(四)發現學習(discovery learning)  
    發現學習是只學習內容不是以最後的形式呈現給學習者，是要在最後
已有概念 
新概念  A   A 
1 a   2 a 3 a
已有概念 
A      BCD 
新概念 
已有概念
A 
新概念 5 a   1 a   2 a   3 a 4 a
已有概念
x  
新概念  y  uvw第貳章  文獻探討 
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結果中納入認知結構之前，先進行某些心裡活動，例如重新排列、重新組
織或轉換學習材料。發現學習牽涉之前提過的的三種學習過程。除此之
外，發現學習還跟應用、問題解決與創造力有關。可以用圖 2‐1‐6 呈現。 
創造力 
  利用認知結構中遠端概念的關係來產生新產
物，認知結構中的命題與新問題無法預先知道，
而且轉換的規則不明顯。 
↑    
問題解決 
  已知的命題無法直接轉換到新情境 ， 必須由一般
策略引導出一系列的轉換 ， 已知的命題可能跟解
決辦法有關，但是新問題轉換沒有直接實行。 
↑    
應用 
  已知的命題直接轉換至類似的新例子 ， 在簡單的
例子中轉換被實行出來。 
↑    
發現學習 
  學習最常見的類型 ， 學習者將學習材料納入認知
結構之前先轉換材料。 
圖 2-1-6：應用、問題解決和創造力的關係 
三、前導組織 
定義 
    Ausubel 的理論中特別提到前導組織(advance  organizer)的概念。前導
組織這個名稱國內學者的翻譯有歧異，有的稱為前導組體(林清山，1998)，
有的稱為前導架構(張新仁，民 82)，有的稱為先行組織(施良方，2001)，
不論這些學者怎麼稱呼，它代表的是同一個概念。 
    ”Advance organizers are relevant and inclusive introductory 
materials,  provided  in  advance  of  the  learning  materials,  that 
serve to bridge the gap between what the learner already knows 
and what he needs to know before he can meaningfully learn the 
task at hand. Ausubel (1968) ” 
    依據 Ausubel 的說法， 「前導組織」是在學習材料之前提供相關的和包
括性的引導材料，在學習者能有意義學習任務之前，消除學習者已知的和第貳章  文獻探討 
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他需要知道的之間差距。 
    Mayer 在《教育心理學‐認知取向》一書中提到， 「前導組織」是指在
學習前所呈現的訊息，可以使學習者用來組織並解釋新來的訊息。前導組
織的功能是： 「提供一觀念架構，使學習者對於即將學習的較細節性和較
分化性的較才能更加穩固的加以結合和保持」(林清山譯，1998)。 
    張春興(2000) 提到「在學生學習新概念形成新知識時，他首先用自己
既有的要領概念去核對新概念，並試圖將之納入自己的認知結構之內，從
而同化為自己的知識。既然要領概念具有吸收同化新概念的功用，在學習
新知識之前，如先將新知識中主要概念提出來，使之與學生既有的要領概
念（即先備知識或認知結構）相結合，將有助於學習。Ausubel 特別將此
種結合舊新概念而利於學習的教學步驟，稱之為前導組織。」 
分類 
    Ausubel 將前導組織分為兩類說明式前導組織(expository  organizer)和
比較式前導組織(comparative organizer)： 
1、說明式前導組織：當學習材料是學生陌生的，可以用說明式前導組織。
提供相關的背景知識，幫助學生理解和學習新的訊息。例如：教等差
數列之前，先教數列的概念。(Joyce & Weil, 1986；張新仁，民 82) 
2、比較式前導組織：當學習材料和學生舊經驗有所關聯(這種關聯學生未
必知道)，並具有若干程度熟悉時，可採用比較式前導組織，來比較新
教材和舊知識之間的異同。例如：教除法時，可以讓學生了解乘法和
除法的相同點和相異點。教三角形面積計算時，可從平行四邊形的面
積計算類推到三角形的面積計算。(Joyce & Weil, 1986；張新仁，民 82) 
目的&特性 
    前導組織的目的有三點：(1)  指出新教材的重點  (2)  提示觀念間的關第貳章  文獻探討 
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係  ( 3)  與學習者既有訊息的相關性。 
    前導組織的主要目的是(1)  成為「所要學習的材料」與「學習者原有
認知結構」之間的橋梁，使彼此產生關聯。(2)  幫助學習者將學習材料納
入原有的認知結構以便新舊概念融合成為一個知識的整體。(3)  避免學習
者由於本身無法建構碇泊所，而從事機械式的記憶與學習。(4)  提示學習
的方向與架構。(5)  辨別異同，增進了解與記憶。(轉引自魏世台，民 70) 
    Mayer（1979）指出前導組織具有的一般特性有五點：(1)  它是一組短
的文字或視覺的資料。(2)  它在學習大量的學習內容之前被呈現。(3)  它不
包含學習內容的特定內容。(4)  它提供一種生成學習內容元素之間邏輯關
係的方法。( 5)  它影響學習者編碼的過程。 
成效 
    Ausubel  是第一位有系統研究前導組織的學者，他帶領了後續研究的
風潮。Mayer 特別針對前導組織是否能幫助有意義學習做了一番探討，因
為 Barnes &Clawson (1975)  認為前導組織沒有顯著的結果。在 Mayer(1979)
的結論中寫著前導組織當被用在某些適當地情境中是能對學習結果產生
影響的。接下來就針對三個情況來討論(Mayer, 1987；林清山譯，1998)。 
    第一、前導組織對不熟悉學習內容比較有效，前導組織是在學習者沒
有先備知識或不能正常運用適當的先備知識來組織新訊息知情況下，最為
有效。前導組織對於缺少先備知識的學生最有效，但對於已經有先備知識
的學生卻沒有這麼有效。 
    其次、前導組織能促進學習遷移，其效用在涉及創造性問題解決或新
環境學習遷移之測驗上最為顯著，因為前導組織可以使學習者將材料組成
和諧一致的結構。 
    第三、以具體模式做為前導組織，Mayer(1979)主張具體的前導組織在第貳章  文獻探討 
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提供適宜的先備知識上比較有效。Royer & Cable(1975)提出是先呈現具體類
比，對於學習與記憶有顯著的促進效果。 
四、有意義學習的層面理論(phase theories) 
    Shuell (1990)針對有意義學習的層面做了整理介紹，他使用層面(phase)
取代階段(stage)這個詞，主要的區別是「階段」用來指不同時間裡質的不
同階段，當學習者的學習超越了某個階段之後，他就不能返回前一個階
段。而「層面」是循環的，學習者可以透過不同內容領域的多種層面。 
    最早開始提出有意義學習的層次理論的或許是 Walla’s(1926)，他主張
問題解決有四個階段，分別是準備期(preparation)、孕育期(incubation)、豁
朗期(illumination)以及驗證期(verification)。 
    接著，在以基模為基礎的長期記憶理論中的脈絡下，Rumelhart  and 
Norman(1978)建議了三個不同質的學習階段：(A)  增加期(accretion)  就是
將新知識依序編碼融入既存基模中。(B)  一致(tuning)或基模進化期(schema 
evolution)，就是在不同情況下基模修改與精煉的結果。(C)  重建
(restructuring)或基模創造期，也就是新基模產生的過程。這三個時期是依
序發生的，但是第二和第三層面會交互發生。 
    Spiro,  Coulson,  Feltovich,  &  Anderson  (1988)提出了認知彈性理論
(cognitive flexibility theory)，他們將焦點放在進階知識的獲得，學習層面的
產生是介在學習者最初學習主題的嘗試以及大量經驗而學得的高層次專
家階段。他們提出來的理論是奠基在許多實徵性證據之下的。 
    但是最被發展及最實徵性的有意義學習理論或許是 Karmiloff‐Smith’s 
(1984,1986)以知識為基礎的認知發展理論，她提及學習者學習新內容包含
了三個層面：程序(procedural)層面、後設程序(meta procedural)層面以及概
念(conceptual)層面。 第貳章  文獻探討 
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    在第一個程序層面中，學習者的回應主要由適應外部刺激生成的資料
處理程序中產生的，學習者的行為被環境所控制，在這初期層面學習者在
沒有嘗試發展整體結構與單獨行為結合成一體時，學習者觀察到行為的改
變。 
    在最初程序層面中學習者形成由下而上的心理的表徵行為時，也就是
學習者開始反省或思考關於這些表徵的本質時，第二個後設程序層面裡，
額外的刺激比學習者利用環境的內部表徵還次要，學習者的外在行為可能
會因為之前層面中被觀察到的而降低，因為當學習者在實驗內部表徵時外
在刺激被忽視。 
    在第三個概念層面由不明顯的控制機械主義所掌控，它控制了第一層
面中資料處理程序和第二層面中由下而上的程序兩者之間的交互關係，學
習者可以同時掌握環境刺激與內部表徵來領導他的行為，在這個層面中學
習者能夠顧及環境的回應而不使原有的內部表徵結構受到破壞。 
    Shuell  (1990)將有意義學習分成三個層面：初期(initial  phase)、中期
(intermediate phase)和末期(terminal phase)。在學習的初期，學習者遇到大
量片段的、零碎的、概念獨立的知識，學習者不像專家學者一樣可以看出
結構。學習者只能先記憶並使用之前的基模來解釋這些片段知識。 
    若學習者能看出片段知識之間的相似處或關係時，那麼學習者就進入
學習中期了。在這個階段，學習者對於這些知識間的關係有較好地發展，
提供學習者形成概念的新基模也產生，但是這些新結構與新基模還無法讓
學習者能夠完全獨立的發揮功用。 
    學習的最後階段，中期所形成的知識結構和基模變成更整合的以及較
自動化的發揮功用。在這個階段著重在表現而不是在學習上，因為任何表
現的改變像是不同任務的結果，表現在初期階段是牽涉學習的，但是在學
習的末期就較不重要了。 第貳章  文獻探討 
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五、教學上的應用 
Ausubel 重視有意義學習，但學生不一定知道什麼是重要也不一定能
自行組織學習材料，因此主張由教師將學習內容組織後，再有系統的呈現
給學生，也就是講解式教學(expositive teaching)(轉引自張新仁，民 82)。 
    講解式教學在實際教學過程中，分以下三個階段：(1)  呈現前導組織
階段。以學生先備知識為基礎使之與新知識連結，提供清晰具體的架構，
引導學生學習。(2)  呈現學習材料。教師呈現教材給學生，並維持學生注
意，老師講解時清楚明確，學習內容邏輯次序明顯。(3)測試教材與原有觀
念的關係，產生主動學習過程，增強認知性組織使用漸進分化(progressive 
differentiation)與統整調合(integrative  reconciliation)的原則。(Joyce,  Weil 
&Calhoun，2004；張春興，2000；楊龍立，2006) 
    Kember(1991)的文章中也指出教學設計要如何強調有意義學習，他認
為學生能有意義學習學生要採取深層方法(deep  approach)，也就是從任務
中找到樂趣、找出意義、讓自身經驗跟現實產生有意義關聯，找出知識中
跟先備經驗有關的聯結，以及讓任務理論化，進而形成假說。教師的任務
就是要讓課程朝向能有意義學習的方向邁進。這樣地課程是要著重在學科
的主要概念，而且教師有組織的呈現最重要的概念，以及確定學生適當地
理解主要概念，而且質的學習比量的學習重要，學生有大量理解後還要能
關聯到其他概念。 
    
  第貳章  文獻探討 
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第二節  數學意義 
一、意義(meaning) 
    張春興《張氏心理學辭典》(1998)提到「意義」就是：傳達意見時所
傳訊息中具備的特徵。訊息是否有意義，宜從三方面來界定，(1)  指說話
的人或寫作的人本身想要傳達的意願；它到底想說什麼？他究竟想要告訴
讀者什麼？(2)  指眾所公認的符號表徵所傳達的訊息；如路口的紅燈代表
停止，綠燈代表進行。(3)  指收受訊息的人所意識到訊息的表徵；他了解
對方所說的話是什麼意思，他懂得文章作者所表達的是什麼含意。由以上
三點看，意義是相對的，不是絕對的；同一個故事對小學生和大學生而言，
可能有不同的意義。 
    Lave & Wenger(1991)認為意義不只是認知的產物而且也社會歷史練習
的結果。 
    Meira(1996)  藉由個案研究探討「學生在代數活動中創造了什麼意
義？」 ，以及「意義是如何跟既有意義的數學領域發展有關？」她認為意
義是  (1)  固有的集合  (2)  活動中出現的現象  (3)  依賴於特殊情況中交互
影響和的材料來源。 
    Ausubel & Robinson(1969)在書中提到意義本身是有意義學習過程的產
物。意義是一種有特性的現象(idiosyncratic phenomenon)，是在學習者認知
結構裡引起特定內容的察覺。它們將意義與有意義學習之間的關係用下圖
2‐2‐1 表示： 
邏輯意義(logical meaningfulness)是一種學習材料的性質，它不能保證
學習者能有意義學習，為讓學習者能有意義學習它必須包含兩個條件：有
實質性( substantiveness )與非任意性( nonarbitrariness )。 
實質性是指教材中各部分間的關係是有實質性的，因此會穩定且不任第貳章  文獻探討 
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意改變；非任意性指要學的材料項目與認知結構相關物件中的關係是非任
意的，因此可以加以運用。(轉引自楊龍立，2006) 
另外、潛在意義(potential meaningfulness)是學習者認知結構中擁有的
想法與新學習材料中有關聯(也就是有實質的與非任意的關係)，我們就稱
這些教材有潛在意義。至於有意義學習集合(meaningful learning set)是指學
習者有意將教材中的關聯結合到他的認知結構中(Ausubel  &  Robinson, 
1969)。因此，有意義學習需要具備三個條件： 
(a)  學習材料必須和假定的認知結構有關聯(有實質的與非任意的關係)。 
(b)  學習者必須用有跟材料有關的相關想法。 
(c)  學習者有意將相關想法與認知結構產生關聯(有實質的與非任意的關 
係)。 
情境 
 
 
 
學習者的 
認知結構 
 
 
  要學的學習教材 
邏輯意義 
 
關聯性}
實質的
非任意的
 
潛在意義  相關物件  +  關聯性 
有意義學習  相關物件  +  關聯性  +  有意義學習集合 
圖 2-2-1：邏輯意義、潛在意義和有意義學習之關係 
     
 
 
擁有
擁有性質第貳章  文獻探討 
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二、意義與數學內容的關係 
    Kilpatrick, Hoyles & Skovsmose(2005)認為「意義」可以表示一個人的意
識，為了要了解數學教育中的意義，他們介紹了"  練習領域(sphere of 
practice)"的概念來幫助釐清教學上和學習上的「意義」。 
    練習領域指的是對於學習者常見的脈絡產生作用或給定的社群，    
練習領域的特徵是表示規則、常規、優先性、價值和動作，意義透過練習
領域建立也可以用來描述規則、常規、優先性、價值和動作的特性，意義
跟我們試著辨認練習領域的所有記法有關係。 
    數學概念被定義為一種形式符號的方式，概念的意義被定義所限定，
但是意義會取決於被使用的脈絡。舉例來說，由不同個體建構的某種指示
物 X 當作被教導的內容用下圖 2‐2‐2 表示： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 2-2-2：意義的建立 
    教師和學生的互動能產生意義只要能辨識出互動間的「物件」 ，被稱
作被教的內容，內容是指程序、數學思考或數學能力，這些被教的內容大
某種指示
物 X 
X 對老師
的意義
X 對孩童
的意義
X 當作練 
習的工具 
X 當成第 N
種練習工具
X 對數學
家的意義
X 對學生 
的意義 
X 視為被
教的內容第貳章  文獻探討 
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多是從教科書中來的。 
    從學生的觀點來看，學生建立意義從在數學課堂間發生的過程而來，
以及從課外獲得知識而來，學生已經了解的就是他的舊經驗，如果學生建
立概念但不是有意義的，那麼它就無法完整使用必須依賴之前的脈絡。 
    從教師的觀點來看意義，不應該只注意片段的數學知識的意義，應該
與 X 的指稱物之意義有關，以及在多種練習領域中 X 的意義有關。而且不
應該被侷限在發現數學的理解及能力，而是要確立與數學專業地位相對應
的社會地位中的數學地位和價值。 
    意義總是在介紹新概念時被建立，在數學上發展意義與數學概念的理
論本質有關，我們不能忽視數學意義，而且必須考慮到意義必須逐漸發展。  
    數學教育通常把建立學生數學概念意義是為第一要務，數學意義是建
構活動的產物(Thom，1973)，不同的數學意義歸因於不同的數學物件
(Howson，2005)。在學校教學的階段建立數學意義，首先要形成幾何模型，
並且利用空間概念及直觀，第二，就接受新概念來說要能描述或定義。 
    另外，Skovsmose (2005)  認為數學教育中的意義必須是跟學生有意義
學習活動有關，如果學習是一種動作，那麼學習的意義可以被理解成跟活
動的意義有關。 
   接下來探討文獻中所提到數學意義的來源。 第貳章  文獻探討 
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第三節  數學意義之來源(meaning source) 
一、Kaput 的數學意義來源 
    Kaput(1989)主張數學意義的來源至少有以下四點，他將之分為兩個類
別： 
Four sources of meaning in mathematics 
(a)  referential extension: 
1.    via translations between mathematical representation systems 
2.    via  translations  between  mathematical  representations  and 
nonmathematical systems (including physical systems, as well as 
natural language, picture, etc.) 
(b)  consolidation: 
3.    via pattern and syntax learning through transformations within 
and operations on the notations of a particular representation 
systems 
4.    via  mental  entity  building  through  the  reification  of  actions, 
procedures, and concepts into phenomenological objects which 
can  then  serve  as  the  basis  for  new  actions,  procedures,  and 
concepts at a higher level of organization (often called “reflective 
abstraction”). 
    (a)  指示擴充︰ 
      1.  藉由在數學表徵系統之間的轉換。 
      2.  藉由在數學和非數學系統之間的表徵轉換(包括物理系統，以及
自然語言、圖片，等等)。 
    (b)  鞏固、強化︰ 
      3.  藉由表徵系統內部的轉換、記號的操弄學習樣式與句法。 
      4.  藉由心理實體的建立，是透過動作、程序和概念的具體化變成現
象界中的物件，然後能當作在更高層次的組織中新的動作、程序
和概念的基礎(稱作反思抽象)。 第貳章  文獻探討 
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    Ed Dubinsky(1989)提到反思抽象是指： 「一個個體的數學知識是其對於
數學問題情境之回應的傾向，而是來自於對此情境的反思，以及數學之動
作、過程、物件的建構和重構，且將之組織到基模中，以用它來處理情境
稱作反思抽象。」 
 
二、Sigurdson & Olson 的數學意義來源 
    Sigurdson & Olson (1992)提到的數學意義來源有四點：實物表徵、圖形
表徵、數學應用與數學詮釋。 
1.  實物表徵(representations with physical objects) 
   例子一：用紙盤代表圓，滾動紙盤邊緣可得到圓周長，讓學生在還沒
有學習到圓周長等於圓周率乘以直徑之前，先操作(見圖
2‐3‐1)。 
圖 2-3-1：以圖示說明圓周長大於三個直徑 
   例子二：教師用天平來教一元一次方程式，用方塊代表未知數，用圓
代表一單位(見圖 2‐3‐2)。 
 
 
圖 2-3-2：天平平衡時的代數方程式以圖表示 
2.  圖形表徵(pictorial representations) 
例子一：給學生一個正方形，讓學生畫出六分之三的多種圖形表徵方
式  (見表 2‐3‐3)。 
 
 
圖 2-3-3：以圖表示正方形的六分之三 第貳章  文獻探討 
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3.  數學應用(familiar applications of mathematics) 
例子一：學生點了三個漢堡和兩份薯條共花了 7.5 美金，因為不夠錢
他把之前點的換成兩個漢堡和一份薯條，花了 4.75 美金，請
問一個漢堡多少錢？ 
  這樣的應用問題可以給它一種表徵方式 
327 . 5
24 . 7 5
xy
xy
+ =
+=
，可以在課堂
中師生討論，而且可以生成其它的式子，這樣子的應用問題也提供的
方程式生成的意義而且也有更多的證據而不只是侷限在代數上。 
例子二：計程車問題，F Ad Bt S = ++ ，其中總花費(F )是由固定收費(S )
加上時間(t)的倍數以及距離(d )的倍數 。A表示行駛每公里所
需要的錢，B表示行駛每分鐘所需要的錢，S 表示上車的基
本花費。 
    這樣的應用問題討論，可以當作是有意義教學的基礎，師生可以
探討係數、變數、常數之間的關係以及它真正的意義。在這個例子中，
討論線性方程式可以增加意義以及提高學生的學習興趣，讓學生能夠
有意義學習。 
4.  數學詮釋(mathematical interpretations) 
例子一：分數的加法 「 
23
34
+ =  」 ，可以想成 「 
11111
33444
+ +++=   」 ，
因為已知兩個單位分數的加法「 
11
34
+ =  」 ，所以可以透過
已有的基本加法運算知識來解決問題，因此在這個例子中的
數學詮釋可以解釋為將問題換成簡單形式。 
   例子二：三角形面積的求法可以找一個相關的長方形，在這個方法中，
長方形面積是三角形面積的兩倍，藉由這樣的方法三角形的面
積公式就比較容易了解，這裡指的「相關的長方形」也可以是
平行四邊形，如下圖 2‐3‐4： 第貳章  文獻探討 
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圖 2-3-4：長方形與三角形的關係 
   數學詮釋中，我們通常將之前學過的數學連結到新的數學內容中，譬
如學生知道單位分數它可以連結到
2
3
這種分數；學生將三角形面積連結到
相關的長方形面積，另一個觀點就是學生運用現有的知識去學習新的數學
知識。 
三、Kieran 的數學意義來源 
    Noss  &  Hoyles  (1996)  提出一般對數學教育中意義的看法可以從三
點：從數學物件中得到的意義、從問題解決中得到的意義以及從學習者建
造出的意義。Radford  (2004)  提到學校代數的意義是數學和非數學語意系
統中的分歧所產生的，並從 Noss & Hoyles 的三個數學意義的來源擴展到他
自己認為的三個代數中的數學意義： 
一、  從數學來的意義 
    (a)來自於代數本身結構而來的意義，跟字母符號的形式有關  。 
    (b)來自於其他數學表徵的意義，包含多重表徵  。 
二、  來自於問題脈絡中的意義  。 
三、  來自於數學或問題內容外部的意義，例如：語言的活動，手勢和身
體語言，隱喻，生活經驗，心像建立。 
    Kieran(2007)又依據 Radford 的文章中將代數中意義的來源的第一點拆
成兩個，因此變成四點： 
1.  來自於代數本身結構而來的意義，跟字母符號的形式有關  。 
2.  來自於其他數學表徵的意義，包含多重表徵  。 第貳章  文獻探討 
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3.  來自於問題脈絡中的意義  。 
4.  來自於數學或問題內容外部的意義，例如：語言的活動，手勢和
身體語言，隱喻，生活經驗，心像建立。 
Kieran 認為代數結構的意義來源不僅將字母符號表徵連接數值意義，而且
還與代數符號形式連結。其次，第二個數學意義來源「來自於其他數學表
徵的意義，包含多重表徵」跟 Kaput(1989)所提到的數學意義來源「在數學
表徵系統之間的轉換」是相同的。 
    第三，在「數學意義來自於問題脈絡」這個來源中，代數意義的產生
是真實的問題，也就是它跟情境建模有關。代數課堂中大部分的建模活動
會使用物品或科技建模工具來當作活動。這些狀況中，情境的脈絡與數學
建模的過程中使用的手勢、肢體語言密切相關，因此這樣的活動結合了兩
種意義來源，一個是從問題脈絡中而來的意義，另一個是數學或問題內容
外部的意義。 
   最後， 「來自於數學或問題內容外部的意義」這個數學意義來源的焦點
著重在學生對於意義產生的過程是透過不同的來源，在數學活動中這些來
源如：手勢、身體動作、語詞、隱喻及物品等互相交織產生的意義。 第貳章  文獻探討 
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第四節  表徵系統與符號系統 
    前一節「數學意義的來源」中，許多學者都認為「表徵」以及「符號」
在提供數學意義上是重要的，接下來這一節，我們就來探討表徵系統與符
號系統。 
一、表徵系統 
    「表徵(representation)」代表了過程和結果，又就是它是數學概念或
者其他形式關係的過程，也可以是概念本身，表徵被列為各學習階段強調
的重要目標之一  (NCTM，2000)。 
    Kaput(1987a) 指出表徵系統中有表徵(representing) 及被表徵
(represented)兩個面向，進一步可以分成  (1)認知和感知表徵  (2)解釋表徵 
(3)數學內在表徵  (4)外在符號表徵，等四種結合內在表徵與符號系統。 
    Goldin  (1998)將表徵系統區分成外在表徵系統和內在表徵系統。但是
外在表徵系統的許多變項是可以被隱含在內部表徵中的，而且外部環境任
務的動作可以當作內在表徵系統的中介。 
    Goldin 將內部表徵系統分成五類：(1)  口語/句法系統，包含學習者處
理自然語言及該層次的語詞、句子的能力。(2)  意象系統(imagistic)，是指
非口語、非記法的視覺、空間、聽覺、觸覺、動覺之表徵系統。(3)  數學
形式記法系統，它是高度有結構的符號系統，包含計數系統、算數法則、
代數記法、符號運算規則…等。(4)  計畫、監控與實行操作系統。(5)  情感
表徵系統，它不僅建立學習與問題解決的模型而且包含樂趣與積極的自我
概念。 
    以數學學習的觀點可以將表徵可以分成「內在表徵」與「外在表徵」
兩類(轉引自丁斌悅，民 90)： 
1.  內在表徵：表徵視為人類心智系統中的一特定知識結構，此部分偏重第貳章  文獻探討 
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個體內部的建構。 
2.  外在表徵：指模式化各種心智過程時所使用的符號系統，如圖表、文
字，此部分偏重建構概念的外在具體形式。 
    表徵這方面的研究在中外學者著作可以找到相當多，依據 Bruner 
(1964)的研究藉由區分運思材料將表徵方式分為三種，分別是動作表徵
(enactive)、圖形表徵(iconic)及符號表徵(symbolic)，人類的智慧發展是不斷
重複這些表徵系統的。Lesh(1979)針對數學的外在表徵提出了實際情境、圖
畫、操作模型、口語符號、書寫符號等五類表徵。Herscovics(1979)對於代
數概念的學習模型提出了表列、圖形、方程式三種表徵方式。 
    Lesh, Post, & Behr(1987)在數學解題的研究中提出了五種表徵方式：實
際情境、操作的模型、圖形或表格、口語、符號書寫。Janvier(1987a)針對
函數的概念提出物件、表格、文字敘述、圖形、公式化五種表徵；
Janvier(1987b)同年度對圓的概念提出了語文描述、表格、圖形、公式四種
表徵。 
    Markovits, Eylon & Bruckheimer(1988)對學生學微積分之前的函數表徵
提出了圖形、代數式、表列式、文氏圖四種表徵。Dickey(1993)針對代數表
徵以黃金比例為研究提出四種：文字的、代數的、圖形的、數字的表徵。 
    另外國內也有陳建誠(1998)對於面積概念提出物件、語文描述、表格、
圖形、數量五種表徵。蔡志仁(2000)針對橢圓概念的外顯表徵提出語意、
圖形、軌跡、方程、結構五種表徵方式。 
    NCTM(國際數學教師學會)2000 年所制定的 Principles and Standards for 
School Mathematics 中對於學生在表徵方面要學習的指標有三個： 
1.  建立並使用表徵去組織、記錄和傳達數學想法。 
2.  能在數學表徵中選擇、應用並轉換去解決問題。 
3.  使用表徵去建立模型並解釋物理、社會和數學現象。 第貳章  文獻探討 
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這些都一再顯示不論中外學者，對於研究表徵這個議題高度的重視以及感
興趣。 
二、表徵間的連結與轉換 
    從最前面有意義學習的討論開始就不斷的發現學者們重視新舊知識
的連結。NCTM(2000) 所制定的 Principles  and  Standards  for  School 
Mathematics 標準中，在數學學習上對「連結」提出三個看法：第一、在
數學想法中認出並使用連結。第二、理解數學想法是如何相互連接的，並
且能建立出一致的整體。第三、在數學之外的脈絡中可以認出並應用數學。  
    連結的作用也適用在表徵與表徵之間的連結與轉換上 。 Lesh(1979)提到
數學的外在表徵有五種：實際情境、圖畫、操作模型、口語符號、書寫符
號。要使得學習有意義是要透過不同數學內容的轉換，例如：學生要「理
解」數學概念，他必須能運用下圖 2‐4‐1 的部分過程。 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 2-4-1：表徵之間的轉換過程(Lesh，1981) 
    在圖 2‐4‐1 中學生運用基本幾何、代數或數的概念來解決真實情境的
問題時，過程包含引用適合的記法、尋找相關的問題、簡化問題或重新用
 
解釋 
系統化呈現 
圖解 
形式化 書寫 
符號 
口語 
符號 
操作的
模型 
實際 
情境  圖片 第貳章  文獻探討 
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自己的話敘述問題，學生會需要使用到轉換的過程。 
    Janvier (1987c)也提到表徵轉換過程的重要性，他建立了一個表徵轉換
的模型，請見表 2‐4‐1： 
表 2-4-1：表徵轉換過程 
From   To  語文描述  表格  圖形  式子 
語文描述   
測量
(measuring) 
畫圖
(sketching) 
建模
(modeling) 
表格 
閱讀 
(reading) 
 
繪圖 
(plotting) 
適合 
(fitting) 
圖形 
解釋 
(interpretating)
讀出 
(reading off) 
 
曲線適合 
(curve fitting)
式子 
參數辨認 
(parameter 
recognition) 
計算 
(computing) 
畫圖 
(sketching) 
 
    在這個表之中有四類的表徵：語文描述、表格、圖形與式子。Janvier
要探討的轉換是不同表徵之間的轉換，所以有四格是空白的。箭頭是表示
當表格表徵轉換到式子表徵時，通常會夾帶著圖形表徵出現，而非直接從
表格轉換到式子，而是透過「表格→圖形→式子」這樣的流程。同理可說
明，式子表徵轉換到圖形表徵「式子→表格→圖形」 。 
    表徵與表徵轉換之間也被命名，例如：從表格表徵轉換到語文描述，
稱之為「閱讀」 ，其它以此類推。Janvier 認為教學策略要注意反向的過程，
而且透過他的研究認為最好的發展過程是成對出現的，例如： 「圖形→語
文描述」與「語文描述→圖形」 。Janvier 認為若能了解基本的轉換程序，
對於一般化、抽象化、證明、符號化、…的研究會更有意義。 
 第貳章  文獻探討 
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三、符號系統 
    符號是接駁我們與別人思想的橋梁，也是接駁我們思維中易於接觸和
難於接觸層面的橋梁。數學的功能是建基於其知識結構，而符號是顯現數
學功能的工具。符號不是彼此單獨存在，它有自己的架構，形成符號系統。
(Skemp，1989) 
    數學符號系統是表徵系統中特別的一類(Kaput，1987)，接下來我們來
看學者對於符號系統的討論。 
    Kaput(1987b)認為大多數的例子中，被表徵的數學結構可以被視為符
號系統本身，這樣的符號系統可以來表徵其他的符號系統。認知活動中有
關的符號系統可以分成兩類；閱讀編碼與論述(elaboration)。 
    當我們一開始與遇到一系列的符號會開始閱讀與解釋，或者遇到新任
務需要用到符號系統時，會將資訊做編碼。當我們閱讀符號或將資訊編碼
後，我們就會在兩方面運用符號系統：(1)  句法論述(syntactic elaboration) 
(2)  語意論述(semantic  action)。Kaput(1989)將這兩個視為一種動作
(action)，符號從語意到與句法的論述是自然過程，老師如果將許多動作與
其關聯並能與實體具體化，就可以當作新符號系統的指稱物。也就是前一
節中 Kaput 提到的數學來源的第四個，也跟 Paiget 反思抽象的想法有關。 
    Skemp(1989)的符號系統包括： 
一個符號集合  對應於  一個概念集合 
及    
符號之間的一個關
係集合 
對應於  概念之間的一個關
係集合 
舉例來說，一個符號集合，如：1  2  3…，它對應到自然數的概念。這
些符號有一或多個關係，如：在數字的順序，23 是左右次序也可以是
3 2 的
這種次序，它對應到的概念就會形成一個關係的集合。我們設計的符號系第貳章  文獻探討 
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統所形成的是它的表層結構，但是無法避免數學概念有各式各樣的關係是
我們教學中要藉由符號系統所表達。符號的理解是符號系統與適當概念結
構的相互同化，許多人學數學符號產生困難是因為它本身簡潔、濃縮和含
蓄的本質，所以解決方法是教師要建立概念結構幫助學生學習。  第參章  研究方法 
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第參章  研究方法 
    在本章研究方法中，各節將依序介紹「研究的理論基礎」 、 「研究設
計」 、 「研究對象」 、 「研究工具」及「研究限制」 。 
第一節  研究的理論基礎 
一、研究問題的鋪陳 
    本研究的研究目的為「探討優秀中學數學教師在概念引入時提供給學
生何種有意義學習的機會」 ，透過這個研究目的第一個想知道的是「教師
是在引入數學概念的方式為何？及使用這些方式的目的為何？」 (研究問題
一)。接著教師的教學過程中是否有使用不同的教學手法來強化學生的認知
理解，以及在什麼情況下教師會採取何種教學手法，因此「教師在引入數
學概念時的教學手法為何？及如何使用這些教學手法？」(研究問題二)就
產生了。 
    有意義學習是本研究重要的觀察面向之一，在閱讀文獻時，有不同的
學者對學生能有意義學習提出了相同或不同的看法，但針對幫助學生有意
義學習中研究者關注「教師使用哪些數學意義的來源？」(研究問題三)因
此成為研究者想要在教學過程中所觀察的。 
    最後，老師讓學生在教學過程中產生了何種「意義」 ，以及希望學生
產生的「意義」有沒有特定的一些類型呢？因而出現了最後一個研究問題
「教師提供了有意義學習的類型為何？」(研究問題四)。 
 
二、本研究所採用的數學意義來源 
    研究者在第貳章文獻探討中呈現數學意義來源有關的文獻主要有三第參章  研究方法 
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種(Kaput，1989、Sigurdson & Olson，1992、Kieran，2007)，研究者先介紹
Kaput 的數學意義來源。他提到兩大類能產生意義的來源： 「擴充」和「強
化」 ，每一類中又各有兩個數學意義的來源，總共有四個數學意義的來源。  
    (a)  指示擴充︰ 
      1.  藉由在數學表徵系統之間的轉換。 
      2.  藉由在數學和非數學系統之間的表徵轉換(包括物理系統，以及
自然語言、圖片，等等)。 
    (b)  鞏固、強化︰ 
      3.  透過表徵系統內部的轉換、記號的操弄學習樣式與句法。 
      4.  藉由心理實體的建立，是透過動作、程序和概念的具體化變成現
象界中的物件，然後能當作在更高層次的組織中新的動作、程序
和概念的基礎(稱作反思抽象)。 
而學校的數學主要是由第三個數學意義來源所建立的，但是研究者認為四
個數學意義來源都是非常重要的。 
    為什麼「擴充」這一類是有意義的來源呢？「擴充」顧名思義就是擴
展、擴大、增加，在學習的過程中，要學習新的教材內容時必定是舊有的
知識或經驗不足夠，因此「擴充」原有的基礎是學習時所必要的，擴充學
生的知識庫讓學生遭遇新問題時能夠解決，這個過程中會帶出某種數學意
義。但是在數學意義的來源中只有「擴充」會產生有意義的學習嗎？ 
    所以第二大類「強化」 ，在擴充之後實際上學生要經歷強化的過程，
這個歷程是上面到下面的歷程，這裡的四個數學意義來源並不一定是依照
次序，第三個和第四個數學意義來源的想法是說，若老師只做了擴充，但
是沒有經過操弄符號或句法，概念是不會深深烙印進入學生的腦中；學生
沒有經過反思抽象它也不會進入腦中，所以有意義學習要產生時是要有擴
充及強化的。 第參章  研究方法 
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Sigurdson & Olson 的數學意義來源與 Kaput 的數學意義來源 
    Sigurdson & Olson 的四個數學意義來源：實物表徵、圖形表徵、數學
應用與數學詮釋。以下分別說明其與 Kaput 的數學意義來源的關聯。 
    首先，依照學者的解釋，研究者將「實物表徵」歸類在 Kaput 文獻中
的第二個來源「數學與非數學系統之間的轉換」與第四個來源中。因為學
生操作實際物體時，實際上再進行實物表徵與數學表徵(可能以不同形式的
表徵方式出現)之間的轉換，來形成數學概念，而且建立數學概念時老師可
能使用一些動作、程序的具體化過程。因此有可能出現在 Kaput 中的兩個
數學意義來源中。 
    其次，研究者將「圖形表徵」歸類在 Kaput 文獻中的第一個來源「數
學表徵系統之間的轉換」 。因為研究者將圖形表徵視為數學表徵系統中的
一種表徵形式
1。 
    第三，Sigurdson & Olson 之「數學應用」這個數學意義來源與 Kieran
的第三個數學意義來源「來自於問題脈絡中的意義」是相同的。因為這兩
個意義來源都是從數學應用問題中的意義，在第貳章的文獻探討中 Kieran
提到問題脈絡中的意義有時候會跟數學或問題外部的意義有關。而且研究
者認為「數學應用」也會產生與數學表徵轉換相關，有可能將生活情境表
徵轉換成式子表徵或式子表徵轉換成圖形表徵…等，這是在進行數學表徵
的轉換。因此研究者將此來源歸類在 Kaput 文獻中的第一個「數學表徵系
統之間的轉換」的來源以及第二個「數學與非數學系統之間的轉換」的來
源中。 
    最後，依據 Sigurdson & Olson 對「數學詮釋」的解釋，是用學生之前
學過的內容來解釋新的問題，也就是透過舊經驗來學習新知識。這跟反思
                                                  
1  請見第 42 頁。 第參章  研究方法 
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抽象是有關聯的，當學生要連結舊經驗學習新知識時，學生可能要透過反
思，抓取相關的數學動作、過程、物件的建構和重構並組織到基模中，這
與 Kaput 文獻中的第四個來源是相似的，因此將此「數學詮釋」歸在第四
個來源中。 
Kieran的數學意義來源與 Kaput 的數學意義來源 
    Kieran 的數學意義有四個： 
1.  來自於代數本身結構而來的意義，跟字母符號的形式有關  。 
2.  來自於其他數學表徵的意義，包含多重表徵  。 
3.  來自於問題脈絡中的意義  。 
4.  來自於數學或問題內容外部的意義，例如：語言的活動，手勢和
身體語言，隱喻，生活經驗，心像建立。 
第一個來源跟 Kaput 文獻中的第三個來源是相同的，都是談論代數結構以
及符號內部所產生的意義，因此可以很容易找出相似之處。 
    第二個來源「來自於其他數學表徵的意義，包含多重表徵  」 ，從文獻
探討中可以知道 Kieran 再解釋此來源時，就是引用 Kaput 的文獻，也說明
跟數學表徵的轉換是相同的，因此也很容易將這兩個數學意義來源視為相
同。 
    其次， 「來自於問題脈絡中的意義」這個來源的問題情境有可能來自
於數學中或非數學系統中，它跟 kaput 文獻中的「數學表徵之間的轉換」
或是「數學與非數學之間的轉換」有一點點不同，kaput 認為是從表徵轉
換中代出數學意義，而 Kieran 提到的是脈絡中的產生的意義，而且也可能
跟數學外部的意義有關。這兩個並不是完全一致的，有點像是擴充的前一
步，也屬於另一種擴充，但還沒有到表徵這麼強烈。研究者認為問題脈絡
中的意義有可能會成為表徵建立，以及表徵轉換的前一個步驟，他們還是
有密切的關係。 第參章  研究方法 
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    另外，非數學系統也有問題脈絡，例如在生活情境中的一個脈絡有數
量的關係，生活情境中的數量關係不見得是一個表徵系統，它只是情境脈
絡，把這個情境脈絡先做一次表徵，它也屬於擴充。因此研究者還是將 「來
自於問題脈絡的意義」 歸在 kaput 文獻中的 「數學表徵之間的轉換」 與 「數
學與非數學表徵之間的轉換」 
    最後，Kieran 的第四數學意義來源「來自於數學或問題內容外部的意
義，例如：語言的活動，手勢和身體語言，隱喻，生活經驗，心像建立。」
在她的舉例中，像是語言的活動、手勢跟肢體語言被 kaput 歸在非數學表
徵系統中；而手勢、動作、隱喻、心像建立…等，也會跟學生的反思抽象
有關係。因此將此數學意義來源歸在 kaput 的「數學與非數學表徵的轉換」
及「反思抽象中」 
    研究者以 Kaput 的觀點為基礎來說明的與 Sigurdson & Olson 和 Kieran
之間的異同，做了以下的整理： 
表 3‐1‐1：數學意義的來源之綜合比較 
Kaput 
Sigurdson & 
Olson 
Kieran 
1.  藉由在數學表徵系統之
間的轉換。 
2.圖形表徵 
3.數學應用 
2.  來自於其他數學表徵的意
義，包含多重表徵。 
3.  來自於問題脈絡中的意義。
2.  藉由在數學和非數學系
統之間的表徵轉換(包括
物理系統，以及自然語
言、圖片，等等) 
1.實物表徵 
3.數學應用 
3.  來自於問題脈絡中的意義。
4.  來自於數學或問題內容外
部的意義，例如：語言的活
動，手勢和身體語言，隱
喻，生活經驗，心像建立。第參章  研究方法 
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3.  藉由表徵系統內部的轉
換、記號的操弄學習樣式
與句法 
 
1.  來自於代數本身結構而來
的意義，跟字母符號的形式
有關  。 
4.  藉由心理實體的建立，是
透過動作、程序和概念的
具體化變成現象界中的
物件，  然後能當作在更
高層次的組織中新的動
作、程序和概念的基礎
(稱作反思抽象)。 
1.實物表徵
4.數學詮釋 
4.  來自於數學或問題內容外
部的意義，例如：語言的活
動，手勢和身體語言，隱
喻，生活經驗，心像建立。
     
    因此本研究所採用數學意義的來源主要依據 kaput 的觀點，有以下四
個數學意義來源 
1.  藉由在數學表徵系統之間的轉換。 
2.  藉由在數學和非數學系統之間的表徵轉換。 
3.  藉由表徵系統內部的轉換、記號的操弄學習樣式與句法 
4.  藉由心理實體的建立，是透過動作、程序和概念的具體化變成現象
學物體，然後能當作在更高層次的組織中新的動作、程序和概念的
基礎(稱作反思抽象)。 
 
三、本研究所採用表徵系統 
    在第貳章中提到許多位學者對表徵的研究，以及他們所使用的表徵。
研究者將其歸納整理成以下幾種，也就是本研究中所使用的表徵：實物表
徵、數值實例、圖形表徵、語言表徵、式子表徵、定義表徵、表格表徵、
生活情境表徵。 第參章  研究方法 
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1.  實物表徵：以實際物品作為表徵的表徵方式，例如：書本、天平。  
2.  數值實例：以數值的例子作為表徵的表徵方式。 
3.  圖形表徵：以圖形、圖片作為表徵的表徵方式，例如：座標平面、
文式圖。 
4.  語言表徵：以語言描述作為表徵的表徵方式，不包含語言的解說，
例如： 「 y 等於 f   of  x」是函數的語言表徵。 
5.  式子表徵：以代數式子作為表徵的表徵方式，例如：二元一次方
程式
2 0 ax bx c + +=。 
6.  定義表徵：以數學定義為表徵的表徵方式，例如： 「設x、 y 是兩
個變數，對於每個x都恰有一個 y 跟它對應」 。 
7.  表格表徵：以表格為表徵的表徵方式。 
8.  生活情境表徵：以生活情境為表徵的表徵方式，通常是語言形式
出現，但是所涉及的內容與生活情境有關。 
以上的這些表徵方式如何做分類呢？若單單區分成數學表徵系統中的表
徵方式及非數學表徵系統中的表徵方式兩種，這樣的區分方式似乎有幾個
表徵無法歸類。 
    舉例來說，函數這個單元中我們常常會用表格列舉出一些數值來表示
函數，這是一種表格式的表徵，但是矩陣這個單元中，老師將題目用資料
表的形式將題目意思簡潔地用表格表示，我們會說第一種函數的表格表徵
是數學表徵，可是第二種好像是數學表徵但又好像不是數學表徵。我們要
學生寫歷史或其他學科報告時，學生也會使用表格但完全沒有想到是在用
數學，因此我們可以合理懷疑這樣的表格或資料表，學生在使用的時候不
見得知道是在使用數學中的表徵可能是使用生活中的表徵，但是對國小學
生而言，要他們將題目意思轉換成表格就非常困難，因此學生學習的時間
點會影響表徵的分類方式，同樣的情形也會出現在語言表徵及圖形表徵第參章  研究方法 
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中。 
    因此，除了數學表徵系統和非數學表徵系統，再區分一類半數學表徵
系統，這類的表徵系統它是介於數學表徵系統和非數學表徵系統中的。而
這些表徵會隨著不同的使用情形而被歸類在不同的表徵系統中，研究者在
之後的分析，不會特別地強調這是半數學表徵系統。因此在前面提到數學
意義的來源第二點是「數學與非數學系統之間的轉換」 ，研究者將數學與
半數學系統之間的轉換也涵蓋到這個來源之中。 
 第參章  研究方法 
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第二節  研究設計 
    本研究實際進入課堂觀察教師的教學活動，蒐集資料後歸納分析，為
保持學習環境的真實與自然，並未設計實驗或干預教師的教學，完全配合
教師進行資料收集，而且關注教師的教學過程，以自然探究法(naturalistic 
research)進行。   
    本研究所收集的教學錄影帶有一百二十六堂課，由於質的研究所需人
力及時間頗重，故選取不同重要的單元課堂。作為本研究的資料。 
    研究者對於課程中蒐集到的資料以探索(exploration) 、發現
(discovery)、和歸納的邏輯(inductive  logic)為導向的方式做歸納分析
(inductive logic)(Patton,1995)，整體而言，是本研究屬於質的研究。 
    研究者一開始先找尋許多文獻及相關資料並且閱讀，並決定研究的方
向，之後建立出研究工具，研究工具的建立請見下一節。配合學校進度進
入課堂觀察教師教學開始收集影片資料，同時間繼續閱讀文獻，並適時修
改研究工具，幫助觀察教學。之後選擇資料分析的方法，並不斷嘗試分析，
搭配謝豐瑞(民 97)與宋玉如(民 97)的問卷給學生填答後，最後決定出研究
對象的數量，以及概念引入的教學單元，再進行最後的教學分析。 
    本研究的研究流程圖呈現在下圖 3‐2‐1 中： 第參章  研究方法 
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閱讀文獻及相關資料 
↓ 
決定研究方向及目的 
↓ 
由文獻中逐步歸納出「有意義學習」可觀察的面向 
↓ 
建立研究工具 
↓ 
選擇研究對象 
↓ 
             拍攝教學錄影帶     整理文獻 
                        ↓         ↓ 
修改研究工具 
↓ 
優秀教師問卷施測 
↓ 
整理、選取資料 
↓ 
資料綜合分析 
↓ 
結果報告與結論 
圖 3-2-1：本研究的研究流程圖 第參章  研究方法 
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第三節  研究對象 
    本研究的研究對象原先預訂為三至六位現職高中優秀數學教師。因此 
研究對象的選取上，必須符合「優秀」的界定。在本研究進行之初，國內
並沒有界定數學教師是否「優秀」的標準或研究。故最先由專家推薦數位
高中數學教師；推薦的根據為該專家對這些教師的主觀性判斷(含過往教學
觀察，教學信念，其所教學生表現)及這些教師的客觀性的學經歷。 
    在研究進行的過程中，謝豐瑞(民 97)、宋玉如(民 97)陸續發展出未發
表研究中的「高中生心目中優秀數學老師問卷」 ；謝豐瑞教授並將問卷修
改形成「我的高中數學老師問卷」 。本研究接下來利用這兩份問卷修改界
定出優秀數學教師的標準，其方法將於下面「優秀數學教師的確認過程」
說明，根據這個方法及考慮達成比率
2八成以上，選出來的優秀數學老師共
四位，此四位教師作為本研究的研究對象，其班級資料與教師資料整理於
下表 3‐3‐1： 
表 3‐3‐1：研究對象資料概況 
班
級
資
料 
班級代號  3010  3020  3050  3060 
學生年級  高一  高二  高二  高三 
班級所在地  台北縣 台北縣 台北市 台北市 
班級人數  40  44  44  37 
教
師
資
料 
教師代號
3  宋老師 趙老師 李老師 唐老師 
教師學歷  碩士畢 碩士畢 碩士畢 四十學分班結業 
教學年資  29  11  13  29 
備註  任課班 導師班 導師班 任課班 
                                                  
2  問卷的達成比率在之後結果分析中做說明。 
3  研究中所用的教師代號均為化名，並非真實姓氏。 第參章  研究方法 
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優秀數學教師的確認過程 
問卷設計 
    研究者使用謝豐瑞(民 97)、宋玉如(民 97)的兩份高中問卷： 「你心目中
好的高中數學老師問卷 A」  (簡稱好的老師問卷 A)與「你心目中好的高中
數學老師問卷 B」(簡稱好的老師問卷 B)。宋玉如(民 97)的研究中提到，問
卷是由學生角度去考慮優秀數學老師，為了貼近學生的語言，所以問卷標
題使用『好的數學老師』來指稱優秀數學老師。這跟研究者所界定的優秀
教師有很大關係，因而選用其問卷。問卷的題目類型
4，及選項數目，請參
考表 3‐3‐2。 
    研究者將「好的老師問卷 A」與「好的老師問卷 B」
5兩種問卷交錯混
合後，給數位教師任教的但非研究者觀察的班級施測，每一位學生只會填
答到一份問卷。 
    另外，將好的老師問卷 A 與好的老師問卷 B 修改問卷中的用語後，形
成「我的高中數學老師問卷 A」(簡稱我的老師問卷 A)與「我的高中數學老
師問卷 B」(簡稱好的老師問卷 B)給高一及高二的被觀察班級施測，由於題
目選項多，將兩份問卷分開施測，讓每位學生都填答所有的選項，問卷的
題目類型，及選項數目，請參考表 3‐3‐3。 
    至於高三的班級則採用 「我的高中數學老師問卷」 (簡稱高三版問卷)，
這是專門針對高三學生將問卷整合，因為施測時間接近高三的畢業典禮，
                                                  
4問卷的設計除了勾選題之外，另外還有填答題。填答題的設計有認知理解題，是在探測學生對
於所出選項中可以幫助理解的項目填答 ， 還有一題解類似題是學生勾選能夠幫助自己以後可以解
類似題的選項。在結果分析時，所使用的達成比率是不包含填答題的選項，因為這是學生幫助自
己理解的項目，因此無法拿來與優秀教師作比較。 
5  宋玉如的問卷設計中，好的老師問卷 A 與好的老師問卷 B 都包含基本技能，這是對優秀教師整
體做概括性的描述。 第參章  研究方法 
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無法挪出兩個時間施測。問卷的題目類型與 「我的高中數學老師問卷 A、B」
對照方式，請參考表 3‐3‐3。 
表 3‐3‐2： 「好的老師問卷」題目類型、項目數量一覽表 
題號及對應之元素  項目數量  填答題 
A 卷共八大題，有 83 個項目要勾選，另有五題需填寫 
A 一（基本技能）  17  
A 二（學習動機）  14  
A 三（數學思考）  7  
A 四（數學概念）  6  認知理解題 
A 五（數學教材）  7  認知理解題 
A 六  （教學法）  17  認知理解題 
A 七（數學解題）  15  認知題、解類似題 
B 卷共八大題，有 85 個項目要勾選，另有三題需填寫 
B 一（基本技能）  17  
B 二（數學態度）  11  
B 三（媒體教具）  4  認知理解題 
B 四（班級經營）  8  
B 五（數學表徵）  11  認知理解題 
B 六（數學能力）  12  
B 七（教學過程）  8  認知理解題 
B 八    （評量）  14  
      資料來源：宋玉如，民 97       
 
表 3‐3‐3： 「我的老師問卷」題目類型、項目數量一覽表 
題號及對應之元素 
項目
數量
填答題 
高三版
的題號 
A 一（基本技能）  17   一 
A 二（學習動機）  14   二 
A 三（數學思考）  7  三 
A 四（數學概念）  6  認知理解題  六 
A 五（數學教材）  7  認知理解題  七 
A 六  （教學法）  17  認知理解題  十 
A 七（數學解題）  15  認知題、解類似題 十三 第參章  研究方法 
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B 一（數學態度）  11   四 
B 二（媒體教具）  4  認知理解題  五 
B 三（數學表徵）  11  認知理解題  九 
B 四（班級經營）  8  八 
B 五    （評量）  14  十四 
B 六（數學能力）  12  十一 
B 七（教學過程）  8  認知理解題  十二 
總計有十四大題，151 個項目要勾選，另有八題需填寫 
 
問卷回收 
    研究者將問卷回收統計後，將問卷回收情形整理如下表 3‐3‐4 中，因
為有些班級是利用早自習施測，或遇到學生請假、學生下學期轉組不在原
班級，以及高三學生已經停課，所以問卷施測的人數，有些與表 3‐3‐1 的
人數有出入。 
表 3‐3‐4：問卷回收統計表 
班級 
編碼 
我的老師問卷  好的老師問卷 
A  B  全  A  B 
3012      21  20 
3014      21  22 
3010  40  40     
3022      19  18 
3020  42  42     
3032      17  15 
3034      22  20 
3030  46  45     
3042      15  10 
3040    11    
3052      17  18 
3054      19  20 
3050  39  36     
3062      16  12 
3060    36    第參章  研究方法 
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結果分析 
    研究者將「好的老師問卷」得到的資料，以各個老師的班級分別計算
學生勾選的次數。並分成三部分，當三分之二以上學生有勾選的選項給一
個「1」的註記，表示有多數學生認為這是優秀教師要達成的項目；當三
分之一以下學生有勾選的選項給一個「‐1」的註記，表示這個選項學生不
太重視，優秀教師的教學可以不需要；另外，三分之一以上到三分之二以
下學生勾選的選項給一個「0」的註記，表示這個選項是接近一半一半的
學生重視，也就是學生些重視有些不重視。請見表 3‐3‐5。 
    同樣的，也將「我的老師問卷」用上述的方法分成「1」 、 「‐1」和「0」
三個部分。透過「好的老師問卷」得出的結果稱為「需求性」 ，透過「我
的老師問卷」得出的結果稱為「實際情形」 ，然後將每一個選項的兩個資
料做比對。 「達成情形」的計算就是「需求性」減去「實際情形」 ，但是如
果需求性是「0」 ，其達成情形就是「0」 ，因為這表示學生對於這個項目接
近一半學生認為教師需要，一半的學生認為不需要，所以我們就不特別去
看教師教學的實際情形。表 3‐3‐5 列出其中一位教師的部分問卷結果。 
    依照這樣的紀錄， 「達成情形」中若是「0」代表教師在這個選項是符
合學生的期望，舉例來說：表 3‐3‐5 中選項編碼 9『上課時和我們的互動良
好』 ，表示學生認為教師這項有符合。 
    「達成情形」若是正的，代表學生有這個需求但是教師並未達成，舉
例來說：表 3‐3‐5 中選項編碼 127 『讓我們操作教具或模型以培養我們的空
間觀念』 ，表示學生希望教師在上課中使用教具培養空間概念，但教師未
達成
6。 
                                                  
6  表 3‐3‐5 舉例的問卷結果是一年級的班級，而空間概念學生二年級才會學到，因此教師這項結
果顯示是不足的，並不令研究者驚訝。 第參章  研究方法 
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    「達成情形」若是負的，代表學生沒有這個需求但是教師教學中卻出
現。舉例來說：表 3‐3‐5 中選項編碼 98『只用粉筆及黑板，而不使用電腦、
教具等』 ，表示學生希望老師適時使用其他教具及媒體教學，而教師有時
只使用板書。 
    最後研究者將 151 個選項中， 「達成情形」是「0」的項目加總後除以
全部選項的數量，就得到了本研究所界定的「達成比率」 。 
表 3‐3‐5：宋老師的部份問卷結果(非全部選項) 
選項
編碼 
選項敘述  需求性
實際 
情形 
達成 
情形 
9  上課時和我們的互動良好  1  1  0 
10  能使我們理解數學觀念  1  1  0 
18  把講義編得很漂亮，讓我們學習愉快  0  ‐1  0 
19 
常在上課時分享他（她）的求學歷程和學
生生活 
1  ‐1  2 
26  一直講課，讓我們感到學到很多東西  ‐1  1  ‐2 
36 
在上課中特意出挑戰題，讓我們可以動腦
及思考 
1  0  1 
41  用我們已經有的數學觀念做延伸或聯想  1  1  0 
42  把新觀念和其他數學觀念做連結、比較  1  1  0 
44 
從最基本的觀念開始說起，讓我們可以有
一個完整的觀念 
1  1  0 
45 
例子的編排可以幫助我們一步一步的了解
觀念 
1  1  0 
98  只用粉筆及黑板，而不使用電腦、教具等 ‐1  0 ‐ 1 
104  要我們上課時一定要回應他（她）的問題 0  1  0 
112  盡量用抽象符號來呈現新觀念  ‐1  ‐1  0 
127 
讓我們操作教具或模型以培養我們的空間
觀念 
1 ‐ 1  2 
 第參章  研究方法 
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第四節  研究工具 
    本研究的研究工具包含：高中數學教科書(多種版本)、多位教師的教
學實錄以及有意義學習觀察檢核表。 
有意義學習觀察檢核表的編製與架構 
1.  閱讀相關文獻 
      透過文獻的閱讀，先找出學者在「有意義學習」方面的研究，以及
如何應用在數學領域中，是否有相關的實徵性研究，並從文獻中抽出在
「有意義學習」這個面向裡可觀察的向度，作為本研究的理論基礎並建
立出觀察架構。另外，研究者也參考台北市國中數學教師教學專業發展
工作坊的研習成果(謝豐瑞，民 96)，從有實務經驗的數學輔導團老師所
重視的觀察面向作為研究者的參考。 
2.  焦點團體的討論 
      本研究定期與謝豐瑞教授、兩位數學教育博士班學生、多位數學教
育碩士研究生以及有十年教學經驗以上的高中數學教師共同探討，所組
成的焦點團體，透過多次討論得到的寶貴意見，作為此觀察檢核表編制
與修訂的基礎之一。 
3.  教學錄影帶的觀察結果 
      除上述兩個幫助研究者獲得此觀察檢核表的建立之外，研究者多次
也將觀察檢核表試用在觀察教學錄影帶中，透過使用觀察檢核表發現有
不足的地方，或是從教學中浮現出新的向度或文獻中未提及的部分，加
以修改。 
    由以上三個方面，研究者在多次重複修訂觀察檢核表與試用此觀察檢
核表在教學上，透過這樣的步驟進行，所得出觀察檢核表的最終的型態，
如下表 3‐4‐1： 第參章  研究方法 
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表 3‐4‐1：有意義學習  觀察檢核表 
單元名稱    教學者    評鑑者   
學校/年級    V：達成  O：部分達成  X：未達成  ＼：無法觀察
觀察內容  詮釋  註記
教學方式 
運用適當方式引入數學概念。 
請圈選：舊經驗、生活情境、故事、活動、數值實例、物理現
象、其他：______________________________________ 
 
教學手法 
善用不同教學手法強化認知理解。 
請圈選：類比、認知衝突、譬喻、討論、問答、閱讀、學生歸
納、學生講解、操作、探索、學生臆測、學生練習、
其他：_________________________________________ 
 
意義的類型 
教師建立的意義。 
請圈選：資料解讀、符號、描繪圖形、語彙、定義、 
        認識圖形、情境連結、連結、運算、程序、表徵、 
        應用、推理、結構、模型、轉換、 
        其他：_________________________________________ 
 
表徵系統 
表徵的使用情形。 
請圈選：數值實例、圖形表徵、語言表徵、式子表徵、定義表
徵、表 格 表 徵、實 物 表 徵、其 他：____________________ 
 
數學意義的
來源 
數學表徵系統間的轉換。   
數學與半數學、非數學表徵系統間的轉換。   
表徵系統內部間轉換和記號的操弄學習樣式與句法。   
能考慮學生的前置經驗並做銜接(利用學生舊經驗連結新概念)。 
連結舊經驗的時機：_____________________________________ 
 
教材設計有架構或有系統的呈現給學生。 
呈現方式：_____________________________________________ 
 
教材組織顧慮到學生的認知發展。   
提供相關的背景知識，幫助學生理解學習新的訊息(前導組織)。   
透過動作、程序和概念的具體化(反思抽象)。 
有哪些動作、程序和概念？_______________________________ 
 
能掌握學生的學習狀況以調整教學。   
概念建立的完
成度： 
 
0%    20%    40%    60%   80%   100% 
 第參章  研究方法 
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第五節  研究限制 
1.  本研究必須實際進入課堂中觀察，由於觀察期間為上學期，所能觀察的
數學單元教學就有所限制，無法觀察到三角函數、指對數、排列組合、
機率與統計…等，下學期才會有的教材內容。 
 
2.  本研究的觀察對象為優秀教師，而優秀教師的定義因人而異，並沒有一
套審核優秀教師的標準。研究者從專家推薦、教師學歷以及學生評定三
方面來界定。優秀教師的界定本身沒有固定的標準，因此有興趣想要探
討優秀教師相關的研究，優秀教師的界定上可能會跟研究者不同。  第肆章  研究內容 
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第肆章  研究結果 
    本研究的分析結果分成四個部分來報導。第一節說明教師在引入數學
概念時的方式，及使用這些方式的目的為何。第二節說明教師在教師建立
意義所使用的教學手法及如何使用這些教學手法。第三節說明數學意義的
來源。第四節說明教師提供的意義類型。 
    為了讓讀者能清楚了解本研究所引用的教學片段，能貼近教學現場，
特別說明轉錄上課內容的原則如下： 
1、  有些表格中會呈現時間軸，是以教學段落做區分，供各位讀者參 
考用。研究者會視分析需要在最左邊加註說明欄。 
2、小括弧(  )內紀錄的文字，是註記方便讀者更理解教學內容。 
3、教師的肢體動作，包含以手指著板書或其他動作，皆記錄於【  】
中。 
4、教師所寫的板書會加註陰影做為區別，例如：20，表示老師在黑
板上寫 20。 
5、若老師點學生回答問題或上台作題，則以英文字母代表某生，例
如「OOO」 、 「AAA」…等。 第肆章  研究內容 
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第一節  引入數學概念的方式 
    研究者觀察四位優秀數學教師的教學，並從觀察的十四堂課中整理出
教師引入數學概念的方式。以下是教師所使用引入數學概念的方式：透過
舊經驗引入、透過生活情境引入、使用舊經驗以及透過生活實例介紹概
念、透過數值實例引入、透過活動引入、直接進入主題。研究者將透過接
下來(一)到(六)小節，分別探討教師在引入數學概念時使用方式之目的、何
時使用這些方式以及其與教材的關聯性。 
    
(一)  透過舊經驗引入 
利用舊經驗引入的三堂課中，教師要教的概念分別是多項式函數、空
間概念、平面方程式以及空間中的直線方程式。下表 4‐1‐1 是三堂課的教
學內容及教師採用的學生舊經驗： 
表 4‐1‐1：教學內容整理 I 
教學者  教學內容  學生的舊經驗(先備知識) 
宋老師  多項式函數  函數 
李老師  平面方程式  平面上到兩點距離相等所成的圖形
趙老師  空間中的直線方程式 平面中的直線參數式 
    研究者發現三位教師使用舊經驗做引入目的都是要擴充學生的知
識，不同點在於擴充的內容一種是新概念跟舊知識是相近的概念，需要配
合到舊經驗來說明，一種是原先的舊經驗不足解釋新問題，因此要拓展學
習新的概念。 
使用目的 1：先前學過且本單元中學生需使用到舊有觀念以擴充至新觀念 
教師利用學生已有的先備知識當作引入的方式，不但可以先喚起學生第肆章  研究內容 
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的印象，也能從相似的觀點切入新的概念，例如：宋老師在介紹多項式函
數之前，先複習函數的概念，問學生之前講過的函數是什麼，也進一步的
對「函數」這個概念做詳細介紹，之後才提到多項式與函數的相關性，並
介紹多項式函數
1。 
趙老師在介紹空間中的直線參數式
2也是如此，先讓學生回顧平面中的
直線參數式當作這節課起頭，它是由一個點及一個走向決定，在推廣到空
間中的直線也是如此，透過一個點與一個走向可以決定，接著再進一步探
討空間中與平面中直線的差異。 
使用目的 2：舊有知識不足以解決新問題，擴充學生的新觀念 
相較於前一種，教師使用舊經驗引入概念，是為了讓學生感覺到舊有
的知識不足以解決新的問題，從舊經驗出發目的是要擴展學生的知識。這
樣的例子是出現在李老師介紹平面方程式
3時，李老師先讓學生回顧平面上
到兩點距離相等所成的圖形為何，進一步推廣到「在空間中到兩點距離相
等所成的圖形為何」 ，藉由一個題目推導出一個方程式，而這樣的式子就
是平面方程式嗎？李老師就與學生探討型如ax by cz d + +=的圖形是否為
平面方程式的問題。 
 
(二)  透過生活情境引入 
    生活情境中包含了生活中實際會出現的例子，也有可能包含藉由生活
中會出現的元素，所組成的情境問題。透過這樣引入方式進行教學，一方
面是要能引起學生的共鳴，提高學習意願，一方面是透過這樣的例子鋪
陳，適當地介紹新概念。下表 4‐1‐2 是觀察的課堂中教師使用生活情境教
                                                  
1  關於宋老師的教學組織安排，請參考附錄 A‐7 頁。 
2  關於趙老師的教學組織安排，請參考附錄 A‐30 頁。 
3  關於李老師的教學例子內容，請參考附錄 A‐23 頁。 第肆章  研究內容 
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學的概述： 
表 4‐1‐2：教學內容整理 II 
教學者  教學內容  教師使用的生活情境 
李老師 
平面中的直
線參數式 
跑步 
唐老師  矩陣乘法  捐錢的例子、學力測驗各校系採計的方式 
唐老師  貝氏定理  打流感疫苗會產生過敏反應的責任歸屬 
    這三堂課中，有兩位教師都將新概念融入在生活情境中教學，但是兩
位老師在處理教學內容時有些不同。 
    舉例來說：李老師在介紹「平面中的直線參數式」時，問學生知不知
道跑步名人林義傑，先引發學生學習動機，然後模擬一個情境，讓林義傑
從學校出發，並從林義傑幾小時後跑到的位置來探討直線上的點與他所在
的位置都可以用一個坐標寫出來，而且是有一個時間t在控制的。 
    李老師透過跑步、時間、位置的情境組合，將直線參數式的概念鋪陳
出來，直線參數式中包含一個出發點的位置及方向向量的概念在裡面。    
在這個教學中「參數」的出現是附有意義。以下的教學實錄只擷取前的一
小部分讓各位讀者看一下李老師概念引入的教學方式，請見下表 4‐1‐3： 
表 4‐1‐3：李老師  直線參數式  上課實錄 
師： 
生： 
師： 
我們有一個很會跑步的叫林義傑知道嗎？ 
知道 
知道厚，那我們現在呢，請林義傑來跑步 
然後呢，今天林義傑要跑一直線， 【在黑板上畫直線】 
而且他要保持等速率前進，…… 
  來，我們請他來跑，然後呢他在這直線上跑，前進、一直前進，那總有一
天會經過{我們學校}
4對不對？…… 
那我就把經過{我們學校}的那個時刻當作原始時刻，以這個點當作起點來
                                                  
4  老師的教學是說出學校名稱，為何不具名，所以用{我們學校}取代 第肆章  研究內容 
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想，那從{我們學校}的這時候開始算，如果他速率…一小時三公里這樣子
跑…… 
  如果林義傑永無止盡的跑，他每天都在這條線上跑，那他是不是就可以到
達這每一條線上的位子？會不會有一個坑洞的那天？還是說時光機器把他
載到某一天？(停)他就會這樣一直跑一直跑對不對？ 
所以我不同的時間是不是就會控制它在不同的地點，……所以在這條直線
上的任何一點，我是不是都可以用一個 t 來控制它，那這個 t 呢？t 在變動，
它的位置是不是就跟著改變？這個我們就叫做「參數」 ， 
    另外有採取生活例子引入的是唐老師的兩節課「矩陣乘法」與「貝氏
定理」 。研究者發現唐老師的教學內容中除了前述的兩節課，還有「條件
機率
5」這節課，這三節課唐老師都使用情境的例子來鋪陳介紹概念，並讓
學生感覺到所學內容在實際生活中會運用的到、是有用的。因此都將生活
實例放入課堂中探討。 
    舉例來說：矩陣乘法
6這節課，老師透過群體、捐款、幣值的情境組合
形成捐款的例子，以及透過學測、分數、篩選比率、校系的情境組合形成
的學測後填志願的例子。老師利用這兩個實際生活中會遇到的例子，將矩
陣乘法的運算法則附予其意義，而不是只介紹矩陣乘法的運算法則，老師
想要各訴學生矩陣乘法是有用的，它有它適用的時機。 
    貝氏定理
7這節課，唐老師課堂一開始先與學生閒聊，要注意最近流行
感冒要照顧身體，開始談到流感疫苗。透過流行感冒、疫苗、反應、責任
歸屬的情境組合將貝式定理介紹出來，進一步說明貝氏定理也稱事後機
率，跟之前學的機率之適用時機不同。老師說明例題時，也透過手機的零
件供應商的例子，解釋實際生活中可能發生的狀況，也就是當手機發生問
題時，應該如何追究廠商的責任，以及身為決策者可能要先評估哪一家供
                                                  
5  胡老師「條件機率」這節課因為在介紹此概念時，搭配了其他引入方式，會在之後做探討。這 
提出來，因為研究者發現胡老師的三堂課都有共同的現象。 
6  關於唐老師的教學例子內容，請參考附錄 A‐36 頁。 
7  關於唐老師的教學組織安排與例子內容，請參考附錄 A‐42 頁。 第肆章  研究內容 
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應商，並提出解決問題的因應措施，這也貝式定理適用的範圍。 
    研究者發現唐老師的一個教學特色，是讓學生知道學數學是有用的，
因此他在介紹概念時都會搭配著生活中的情境引入。 
 
(三)  使用舊經驗以及透過生活實例介紹概念 
再來介紹這兩節課是綜合了前面兩者，教師透過舊經驗以及運用生活
實例來介紹概念。表 4‐1‐4 是這兩節課的教學概述： 
表 4‐1‐4：教學內容整理 III 
教學者  教學內容  先備知識  生活實例 
唐老師  條件機率  古典機率  甄試時女生錄取的機率較大 
李老師  空間概念  平面坐標  腳放置的位置 
回顧之前所提的
8，透過學生舊經驗做引入的目的是要擴充學生的知
識，不同點在於擴充的內容一種是相近的概念，需要配合到舊經驗來說
明，一種是原先的舊經驗不足，因此要拓展學習新的概念。接下來我們分
析這兩節課的不同。 
使用順序 1：先複習既有知識，再舉生活實例向學生介紹概念。 
使用目的：透過舊經驗延伸相近的新概念，並舉生活實例來說明新概念。 
唐老師的「條件機率」這節課先複習學生已學的舊經驗，並且延伸相
近的概念。在現行高中課程裡， 「條件機率」的教學是放在三年級上學期，
三年級的課程內容相較於一、二年級來的少，而且許多時間會用來複習
一、二年級所學過的內容。 「古典機率」是學生在二年級下學期學的內容，
唐老師在這裡的處理方式就是先複習已經學過的機率，讓學生喚起記憶
                                                  
8  請參閱第 58 頁，(一)舊經驗的引入方式。 第肆章  研究內容 
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後，在加入新的概念。 
    加入新概念之後，老師又利用生活實例，也就是學生即將面臨的推薦
甄試的面試作為例子，說明甄選時女生錄取的機率較大，來闡述其與條件
機率的關係，並且強調了此概念所以用的時機。下表 4‐1‐5 是一小段教學
實錄： 
表 4‐1‐5：唐老師  條件機率  上課實錄 
師：  今天講條件機率的時候，複習一下古典機率。我想我跟你們講過，機率是
幹什麼用的？為什麼要研究機率？…… 
師：  條件機率跟前面有什麼不一樣？【邊講邊寫標題條件機率】 ，簡單的來說就
是~~有條件，有什麼條件？(停)……舉一個例子，(停)，怎麼樣叫有條件
呢？…… 
  從整體的話，錄取機會百分之三十，對不對？近似百分之三十，對於男生
的綠取機率只有多少？【板書寫25% 】 ，百分之二十五嘛，女生的錄取機
會呢？十三分之五大概多少？接近百分之四十嘛，今天是這樣的結果……
如果每一年都類似這樣的狀況，你就會發現，大概面試時比較喜歡女生。 
 
使用順序 2：將舊經驗融入在生活實例中向學生介紹新概念。 
使用目的：發現舊經驗不足以解釋新的問題，介紹新概念給學生。 
    李老師向學生介紹空間概念時，問學生平面與空間最大的不同，並舉
了學生的腳放置位子在教室的地面，然後引進坐標平面，以老師所站的位
置當圓點，但是腳的位置有時候不會只在地面上，而引出平面座標不夠解
釋空間中的問題，需要將之前的經驗做擴充，也就是空間比平面增加了一
個維度。 
    由以上的討論發現這樣綜合式的教學方式也是有老師使用，而且使用
的方式不盡相同。引入概念的教學方式是很多元的，不見得要被侷限在某
一種教學方式，以下在介紹其他教學方式。 
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(四)  透過數值實例引入 
本研究觀察的課堂中，唯一只有宋老師介紹「極限的概念」這節課是
透過一連串的數值實例來引入概念，這跟教學題材有很大的關係。其中有
些例子是老師請學生舉例，並非完全都是老師舉例。下表 4‐1‐6 是教學概
述： 
表 4‐1‐6：教學內容整理 IV 
教學者  教學內容  教師使用的數值實例 
宋老師  極限的概念 
n < >、 2n < >、
1
2
n
⎛⎞ < > ⎜⎟
⎝⎠
、 () 1
n < −> 、
1
n
<> 、
1
1
n
< +> 、 31 n < −+ > 、
1
2
n
⎛⎞ < −> ⎜⎟
⎝⎠
 
    這堂課所用到的八個例子，前兩 n < >、 2n < >是宋老師讓學生自己舉
例，並要學生觀察，這兩個無窮數列的趨勢，當學生回答出會越來越大後，
老師就舉第三個例子
1
2
n
⎛⎞ <> ⎜⎟
⎝⎠
，這個數列的趨勢會越來越小而且會靠近零。  
    接著宋老師又提出開始有負數項的數列： () 1
n < −> 這個例子，請學生
觀察它的趨勢，另外又觀察了一個例子
1
n
< >。老師這樣刻意安排的數列，
不是沒有趨近一個定值，不然就是趨近於零，因此有學生提出例子，老師
把他的意思寫出來
1
1
n
<+ > ，讓學生知道數列不是都趨近於零。最後老師
又舉 31 n <− + >、
1
2
n
⎛⎞ <− > ⎜⎟
⎝⎠
例子。 
    宋老師透過一連串的例子，讓學生觀察其趨勢，有些數列在討論時搭
配圖形將數列的極限觀察出來，最後才將「極限」這個名詞引進，及介紹第肆章  研究內容 
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極限的符號。接下來舉一小段上課實錄，讓讀者感受一下宋老師的教學實
況，請見下表 4‐1‐7： 
表 4‐1‐7：宋老師  極限的概念  上課實錄 
師： 
 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
好，再來看一個喔，那你們覺得這個勒？有沒有什麼趨勢 
【黑板寫 () 1
n <− > 】 
負一、一、負一、一，負一，一 
第一個誰？ 
負一、一、負一、一、負一、一【學生變唸老師邊寫】 
它是不是負一、一，你們覺得它會不會趨近於誰？ 
不會 
不會，它是不是怎樣阿？ 
圍繞於零…(學生七嘴八舌說) 
一下負一，一下子一，哪可不可以叫做趨近於誰？ 
不行~ 
不行喔，它沒有辦法趨近於誰喔 
可以阿，趨近於零阿 
會趨近於零嗎？ 
不會阿 
不會，它只是在一負、一之間怎樣啊？ 
跳來跳去 
(五)  透過活動引入 
教學活動有許多種，有命名活動、操作活動、討論活動…等，這些活
動的運用在教學中，也可以被視為一種教學手法，請參閱本章第二節內
容。在討論概念引入的教學方式時，各式的「活動」也同時是一種引入的
教學方式，端看各個教師如何運用，活動也可以在教學中穿插使用，不限
定於引入時才可以使用。 
研究者觀察的其中一節課中，老師是在前一節課讓學生先做了一個探
索活動，回收學生的答案後，老師做了歸納整理
9在這節課中呈現出來。研
                                                  
9關於趙老師的教學流程安排，請參考附錄 A‐33 頁。 第肆章  研究內容 
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究者不將此納入從舊經驗引入，因為老師是探測學生即將要學習內容的想
法，所以它不算是從舊經驗引入。它也不是透過生活情境介紹給學生，所
以研究者將它納入 「活動」 這個部分，它是從探索活動引入概念。下表 4‐1‐8
是趙老師這節課的簡介；老師在活動中問學生的問題請見表 4‐1‐9： 
表 4‐1‐8：教學內容整理 V 
教學者  教學內容  活動 
趙老師 
點與球的關係 
直線與球的關係 
前一堂課先做探索活動 ， 探測學生心
中對這兩個概念的理解程度 。 老師將
學生的回答歸納總結後再做教學。 
表 4‐1‐9：探索活動的題目 
教師提出的問題 
1.已知一點與一球 
  (1)可能有哪些相關位置？ 
  (2)如何判別？ 
  (3)可以問哪些問題？ 
2.已知一線與一球 
  (1)可能有哪些相關位置？ 
  (2)如何判別？ 
  (3)可以問哪些問題？ 
    趙老師在前一節課所提出的問題，在表 4‐1‐9 中可見，這兩個問題是
在介紹球的概念第一節課時會教的，其中的(1)(2)小題是每個老師在這個單
元中會教學的，但是第(3)小題的問題就比較特別了。趙老師讓學生自己寫
下，在這個單元中可以問哪些問題，先探測學生的原始想法後，在進行歸
納整理的教學，做這個單元的全面性介紹。 
    趙老師在其它的單元中，也會問學生在此概念下可以出的題目，趙老
師讓學生先預想會遭遇到問題，這是在其他老師的教學中看不到的。 第肆章  研究內容 
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(六)  直接進入主題 
    這裡指的直接切入主題，是針對觀察的概念而言，有的概念是一節課
的開始就介紹，有的概念從課堂中間才開始介紹，研究者選取的概念不限
定於課堂一開始的地方，所以會產生直接切入主題的情況。直接切入主題
的四堂課，教學內容分別是：sigma 符號、二次函數、分式不等式以及空
間概念。整理成表 4‐1‐10： 
    這四節課中，有兩節課的教學內容「二次函數」及「分式不等式」 ，
都是接續之前的概念「一次函數」及「絕對值不等式」做延伸，所以老師
在介紹概念時，就沒有特別用其他的方式引入，因為它跟之前的概念是有
相關性的，所以直接切入主題。 
    另外，趙老師「空間概念」這堂課的教學時，由於這節課中有許多小
主題，老師就直接切入主題，從第一個重點直線與平面的關係介紹起，由
歐基里德公設開始逐項討論。老師針對每一個公設做介紹，帶出這節課要
教學的內容。 
表 4‐1‐10：教學內容整理 VI 
教學者  教學內容  備註 
宋老師  sigma  講解學生問的問題後，開始介紹新概念 
宋老師  二次函數  接續之前講的一次函數 
宋老師  分式不等式  接續之前講的絕對值不等式之後 
趙老師  空間概念  新的單元 ， 由直線與平面的關係開始介紹 
        在(一)小節中我們曾經介紹過，李老師在同一個單元
10中是透過學
生的舊經驗作概念的引入，在此可看到不同老師對教材處理方式的不同，
無法比較哪一個較好，哪一個較差。 
                                                  
10  請參考第 62 頁。 第肆章  研究內容 
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第二節  教師建立意義所使用的教學手法 
    「教學手法」是教師為了完成教學任務達成教學目標所採用的教學手
段、方法。研究者觀察到的教學手法包含類比、認知衝突、譬喻、提問、
閱讀、學生操作、探索、學生舉例、學生練習、學生臆測、學生歸納…等
十一種。其中老師講述在大部分的教學過程中是無法缺少的，多數觀察的
課堂教師都採用講述式教學，但是教師在教學中都不是只有單純講述還有
使用其它教學手法。 
    接下來，將針對老師建立學生數學意義時會使用的教學手法，教師如
何使用該種教學手法來建立學生的意義，以及這些教學手法常用的時機將
在下面每一小節中介紹。 
 
(一)    類比 
    依據教育部國語辭典簡編本解釋，類比就是「以同類事物或相近性質
為基礎，而進行比較推理，以求了解新事物。」在教學中研究者發現老師
會使用到這種教學手法有兩個使用方式，一個是透過舊經驗類比新概念，
另一個是利用物理現象做類比。 
使用方式 1：透過舊經驗類比。 
    教師使用類比的手法是出現在舊經驗與新知識之間有關聯時會使
用。下表 4‐2‐1 是趙老師的教學： 
表 4‐2‐1：教學實錄 
趙老師  2‐4 空間中的直線  第一節  (22’25–25’20) 
師：  那這個直線上每一個點，隨便一個點可以怎麼寫呢？【板書寫
x
y
= ⎧
⎨ = ⎩
】  
OOO，來寫寫看，當我給你直線上一個點，告訴你一個走向，一個方
向向量的話，那這個上面每個點可以怎麼寫？我給你一個提示 第肆章  研究內容 
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【板書寫
x
y
= ⎧
⎨ = ⎩
   t + 】最少要有一個什麼？ 
點的概念【點】 、還要有一個什麼？【方向向量】…… 
師：  所以這個 case 搬到空間中，根本就是一樣的意思，現在，空間中的直 
  線，我們在空間中，所以這個點呢，…就負一、二、三好了【(1 , 2 , 3 ) − 】 ，
對不對，那你還是要告訴我一個走向阿！【平行直線畫箭頭】這個走
向 v 呢，…二、三負五【板書寫 (2,3, 5) v = −
K
】…，所以這空間中的
直線，應該怎麼寫它的參數式呢？ 
    這個教學中，老師透過平面中參數式的經驗做推廣，也就是學生已有
的舊經驗，老師在平面中及空間中各舉一個實際例子請學生練習來說明這
兩個的相似處，從平面中的狀況拓展到空間中的情形。 
使用方式 2：透過物理現象類比。 
    第一種的類比方式是透過舊經驗，都是利用數學領域中的概念來類
比，研究者還發現教師教學中有使用物理現象中的形式，來做形式上的類
比。下表 4‐2‐2 是教學實例： 
表 4‐2‐2：教學實錄 
趙老師  2‐4 空間中的直線  第一節  (28’02–29’20) 
師：  第二種空間中直線表示法就是這樣寫，我們考試就會這樣子出【將
1
2
x+ 2
3
y−
=
3
5
z −
=
−
框起來】 ，直接寫這樣，代表這條直線的，這個
全名叫做「對~稱~比~例~式~」 【邊念邊寫】 
師：  考試最常出現的還有第三種 ， …空間中有三態 ， 水也有三態對不對？…
就水、冰跟~水蒸氣嘛，…直線也有三態，ㄟ，我剛才有沒有講錯？沒
錯嘛，就水、冰跟~水蒸氣嘛 
  那空間直線也有三態，第一態各位最近看很多，叫做什麼式？(停)參
數式【寫板書】 ，那各位今天三態已經看到兩態了，參數式跟對稱比例
式。 
    這個教學中趙老師使用水的三態與空間中直線的形式作類比，讓學生
對於將要學習的內容有概略的了解。 
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(二)    認知衝突 
    張春興的《張氏心理學辭典》中解釋「認知衝突是指智能發展過程中
原有概念(或認知結構)與現實情境不符時，在心理上產生的衝突現象。認
知衝突的結果，導致個人原有概念的改變。」 
    在教學中我們可以看到這種教學手法的使用是出現在學生容易產生
迷思概念時，老師會使用的手法。 
¾  教學內容：兩平面相交情形。 
    使用方式 1：請學生用實物示範，操作給全班同學看。 
表 4‐2‐3：教學實錄 
趙老師  2‐1 空間概念  第一節  (08’31–09’58) 
師：  所以我問各位一個問題喔，那請各位回答一下 
兩個面~~可不可能交出一個點？(停) 
兩個面可不可能交出一個點？(停) 
 
生： 
師： 
 
 
 
 
生： 
師： 
XXX~~秀給我們看，兩個面交一個點，秀給我們看一下 
(同學比的被其他學生擋住了) 
兩個面交一個點，有沒有看到？兩個面交一個點，對不對，換一個？ 
兩個面交一個點，除了剛剛的樣子之外，這樣  
【請另一個同學 YYY 比比看，將書及點名板交給學生】 ， 
(同學比的攝影機照不清楚，老師將同學比的比給全班看) 
XXX 是說這樣的 ，兩個面交一個點 
YYY 是說這樣的 兩個面交一個點 
OOO 妳覺得呢？(停)  妳覺得兩個都是胡扯？ 
(全班哈哈笑) 
還是兩個都對？還是他對，他不對？怎樣？妳覺得勒？ 
    表 4‐2‐3 這個教學片段中，我們看到趙老師將兩個面可不可能交出一
點的問題丟出來給學生之後，老師拿點名板及一本書請兩位學生分別示範第肆章  研究內容 
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兩平面交一點的情形，接著才問其他學生對於這兩人的答案誰對誰錯還是
都不對。這個例子中老師是請學生舉例，並使用實際物品作示範，用實物
表徵的方式呈現。這個教學內容牽涉到空間中平面有無限延伸的性質，而
學生會被視覺產生地現象所迷惑，因此老師選擇採用此種呈現方式。 
    使用方式 2：老師舉例，畫圖呈現。 
    在李老師的教學中，也有介紹兩平面是否交於一點，而李老師是自己
將錯誤情形用圖形及手勢兩種方式呈現出來。見下表 4‐2‐4： 
表 4‐2‐4：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節  (33’40–35’45) 
師： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
生： 
師： 
兩個平面會不會只交一點？然後阿，我以前有學生說阿： 「老師，可
以阿，兩個平面如果長這樣，不是就交一點了嗎？」 
【畫圖 】…… 
昨天呢有敬班的同學問我： 「老師，那兩個平面不會這樣交嗎？這樣
交也是交於一點阿」 
【老師雙手交叉 】 
我不是在比武術阿，是兩個平面這樣碰到一點阿 
無限延伸(不只一位同學說) 
無限延伸那應該怎樣？…… 
    李老師是透過教學經驗中兩個學生問過的問題當做教學內容，釐清學
生的概念。老師第一次用畫圖說明，另一個用手勢來表示。這兩個的表徵
方式是不同的，一個是圖形表徵，一個是實物表徵，在表徵切換上若是能
將同一概念中的兩個不同表徵都呈現出給學生，並且將兩種表徵連結，會
使得學生學習更加完整。因為這是空間中的問題，可是常常遇到圖形是出
現在平面中，用二維圖形來表徵三維空間的圖形不是所有學生的空間能力
都很厲害，若老師能在這裡多做一點點，會使得教學更精緻。 第肆章  研究內容 
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¾  使用時機：從之前的教學經驗知道學生會產生迷思，由老師提出舉例。  
前面介紹的教學內容是兩平面是否相交於一點時，兩位老師都有使用
認知衝突的手法，而老師會使用這些手法的時機是在之前教學經驗中學生
會產生迷思概念的內容上。下表 4‐2‐5 是李老師說明兩直線相交情時的上
課片段。 
表 4‐2‐5：教學實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節  (18’10–18’35) 
師： 
 
 
 
 
 
生： 
師： 
以前有學生問我說老師~這樣子也不平行也不相交阿 
【老師拿兩支筆在黑板比】   ，畫在這裡   
這條跟這條不平行也不相交 
會延伸 
會延伸ㄟ，會延伸知道嗎？所以是有交到的，知道吧 
好，所以妳要把，要把它無限延伸的性質想進來(停) 
    在這個教學片段中，老師也是透過之前的學生提問當作教學內容來檢
視學生對概念的理解。 
    表 4‐2‐3、表 4‐2‐4 與表 4‐2‐5 這三個例子中，教學內容與呈現方式都
是與空間幾何性質有關的，除了這一類的教學內容會使用到「認知衝突」
的手法，研究者在老師說明式子運算中也有發現老師使用這種教學手法來
幫助學生理解。 
 
¾  教學內容：從直線的對稱比例式中找出方向向量。 
    使用方式：透過語彙的意義將錯誤概念呈現，並使用例子及說話語氣 
來強調概念不正確。 
    表 4‐2‐6 是趙老師介紹直線的對稱比例式其分母不一定就是方向向
量，老師想要釐清學生誤用對稱比例式中分母的數值之概念，因此老師用第肆章  研究內容 
73 
 
一個例子來說明，要學生去思考，老師自己說出錯誤答案而且用較誇張的
語氣讓學生知道老師的答案是錯誤的，在帶領學生找出正確的答案，接著
趙老師再次強調這個概念所使用的方式。 
表 4‐2‐6：教學實錄 
趙老師  2‐4 空間中的直線  第一節  (38’58–40’52) 
師： 
 
 
 
各位，這句話，這句話， 「分母是方向向量」這句話害死好多人，(停)
同學會說，老師這句話是什麼意思？ 
把這個例子抄起來喔【
23 2
254
x yz + −+
==
−
】 ，一定要抄喔…… 
師： 
 
 
 
生： 
師： 
我剛才講一句話，對不對，叫什麼？這句話你有沒有聽進去，沒有去
思考，沒有去分析，沒有去~~想很多，你只記得老師講過的「分母就
是方向向量」 ，很好，那這題就會寫多少，答案(2,5, 3) −
【(2,5, 3) − 】 ，那聽我的口氣你也知道這個答案是~~ 
錯的 
錯的，好，那你知道它錯， 【在答案上畫叉】 ，各位怎麼知道他是錯的？
那它的正確答案是什麼？(停)…… 
(三)    譬喻 
    依據教育部重編國語辭典修訂本解釋，譬喻就是「利用二件事物的相
似點，用彼方來說明此方，通常是以易知說明難知，以具體說明抽象。」 
    在研究者觀察的課堂中，老師使用譬喻手法來解說概念時，會透過實
際物品的比喻以及生活經驗來做譬喻。這跟教學內容有關係，當教學內容
跟空間概念有關時，老師就使用實際生活中相關的物品來做譬喻；無關於
空間概念的就使用其他方式做譬喻。使用這種教學手法是要讓概念能具體
的呈現。 
表 4‐2‐7：教學實錄 
趙老師  2‐1 空間概念  第一節  (10’27–10’42) 
 
師：  各位，這不是交一個點啦 ，BBB 剛剛有講到道理，面是無限延伸，
所以你當作這是一把刀，想像這是一把刀，這樣砍下去的時候，會只
砍出一個點嗎？ 
不是阿，這樣砍下去會砍出一個線條 第肆章  研究內容 
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    表 4‐2‐7 中教師運用刀子的比喻，將平面與平面交於一直線用動態的
方式呈現，趙老師將刀子當做一個平面，切割東西時不會只切出一個點的
想法，將兩平面相交的狀況表示出來，也就是使用生活中的物品來表達數
學中的概念。 
表 4‐2‐8：教學實錄 
宋老師  3‐4 多項式函數  第一節  (01’20–03’12) 
師：  函數基本上講的，…它已經不是在講一個數而已，一堆數而已，它是在
講兩堆數之間的關係，而且講的是它的「對應」關係，它講的對應，我
們上次不是稍為有提過嗎？ 
 
生： 
師： 
比如說貴班的一號二號三號~ 
喜歡 
喜歡某某某對不對？……(省略) 
  在這種對應關係之下，如何把它描述出來？怎麼描述？(停) 
我不能寫說我不想當神父，我不想當尼姑，我不能腳踏兩條船，不能這
樣講阿，這是我們比喻的講法嘛，那你現在怎麼把它寫出來？ 
    表 4‐2‐8 是宋老師在說明函數對應關係時，透過男女之間互相喜歡的
比喻來做說明。為了配合函數一對一的概念，老師在做這個比喻時，特別
強調不能有一對多以及無法對應的情形。老師這裡使用的比喻是在闡述一
種對應的關係，老師用具體的例子來解釋抽象的函數概念。 
 
(四)    提問與問答 
    在教學中老師最常使用的教學手法就是「提問與問答」 ，這裡指的提
問是老師丟出一個問題來進行教學，也可以稱作「拋問」 。老師丟出問題
後不要求學生一定要回答，有時後老師自己回答，有時學生會回答。有些
學生在課堂中遇到困難時會提出問題問老師，不納入這裡討論的範圍，因
為這裡探討地是教師使用的教學手法。 
    「問答」是老師丟出問題後學生回答，老師繼續提出問題，形成一連
串來回的問與答。這一連串的問與答有時候只有可能只有短短的一兩個問第肆章  研究內容 
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題，有的時候可能會引起一系列的討論。這一小節的報導中，研究者不以
問答的來回次數來區分教師是使用提問還是使用問答，而是針對教師使用
這種教學手法的時機，如何使用以及使用頻率來報導。 
現象 4‐1：針對一概念提出一連串密集的拋問。 
表 4‐2‐9：教學實錄 
趙老師  2‐1 空間概念  第一節  (05’03–05’40) 
師：  用這個當作一條線，三個點【在筆上點三點】 ，三個點~它決定一條
線，它可以剛好決定一個面嗎？ 
注意我的敘述， 「剛好」喔！要剛好一個喔，only one，可以嗎？ 
一定要這樣子嗎？ (停) 
降子可不可以？【老師手換個角度 】 
請問這三個點有沒有在這個面上？ 
手掌這個面上。有沒有阿？有阿 
所以這個~決定的面唯一嗎？(停)  
有沒有「恰」？沒有「恰」 
好多種組合。所以我剛剛有說過，如果這個公設在講的時候，要講
不共線，這有寫、沒寫有差喔，懂不懂，是有差別的，各位要注意
這件事。 
 
□ 1  
□ 2  
 
 
□ 3  
 
 
□ 4  
□ 5  
□ 6  
□ 7  
□ 8  
 
    表 4‐2‐9 是趙老師在講解「共線三點是否能決定一個平面」的概念之
教學片段，在這個教學片段中老師密集的使用八個問句，以及強調的口氣
來針對這個概念做說明。 
    這八個問句中，每個問句都帶有內容訊息在裡面，老師若是改用「懂
嗎？懂不懂？懂不懂啊？你懂不懂嘛！」這樣的連續問題，它是不包含任
何內容資訊的，如果再加上老師用強調的口氣，這樣的連續問題會讓學生
感到老師在逼問。可是趙老師這段教學中，雖然也是急促地丟出一大串的
問題，但是問題與問題之間有一個重點是老師特別要強調的，就是老師要第肆章  研究內容 
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說明「剛好」 、 「唯一」 、 「恰好」的這一個觀念。 
    我們仔細去看老師老師提出的問題，問題□ 2 、□ 7 、□ 8 是老師使用不同
的語言強調概念，問題□ 3 、□ 4 、□ 5 、□ 6 是老師配合實物與手勢操作給學生
看，雖然問題□ 3 到問題□ 6 是問句形式，但實際上老師已經將概念呈現出
了。所以我們看這個教學手法時，老師提問的內容是很重要的一個關鍵。 
現象 4‐2：針對同一個問題重複的拋問。 
    研究者觀察到有些老師會針對一個問題重複的提問，既然是同一個問
題老師為什麼要重複問呢？ 
    有幾個可能的原因，第一、學生沒有反應，老師將問題重複。第二、
老師自發性將問題重複。第三、問題開放度高，需要思考，學生無法直接
回答。第四、學生的答案是錯誤的，老師用反問的語氣讓學生重新思考。 
表 4‐2‐10：教學實錄 
李老師  2‐1 空間概念  (05’21–05’41) 
師：  那我們先看看我這邊提的幾個問題 
你想一想喔，平面和空間有什麼不同？(停頓一下) 
你覺得平面和空間有什麼不同？(停頓)  
還沒有睡醒ㄟ，那我們講一下，ㄟ~~~ 
 
開放性問題 
 
 
    表 4‐2‐10 中李老師將問題「平面與空間有什麼不同？」說了兩次，因
為第一次學生並沒有回應，於是問了第二次。也有可能是學生無法一下子
回應老師的問題。 
表 4‐2‐11：教學實錄 
李老師  2‐4 平面方程式  (13’01–13’20) 
師：  譬如說這是不是一個平面？【
2 1 x yz + += 】(停頓)  
這會不會是一個平面的方程式？ 
會不會？(停頓)會還是不會？ 
□ 1   開放性問題 
□ 2   開放性問題 
□ 3 、□ 4  
    表 4‐2‐11 中的問題開放度很高，這對學生來說是個需要思考的問題，
之前並沒有遇到過的狀況，所以老師重複的將問題說出來，讓學生知道老
師現在要她們思考什麼問題。在等學生思考時，老師有點自言自語地將問第肆章  研究內容 
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題重複(問題□ 3 、□ 4 )。 
表 4‐2‐12：教學實錄 
趙老師  2‐1 空間概念  (07’35–07’48) 
師： 
 
 
 
 
生： 
師： 
我給你兩個面，它可能會出現哪些相關位置？(停) 【將書與點名
板疊在一起 】這樣是什麼？ (停) 
這樣是什麼？很明顯嘛  【動作再做一次】 ， 
想一下。這樣是什麼？(停) 
(聽不見學生回答) 
平行？平行嗎？ 
不是吧，我現在把它放在一起叫什麼？(停) 
□ 1   開放性問題 
 
□ 2  
□ 3  
□ 4  
 
□ 5   確認性問題 
    一開始老師拋出的的問題□ 1 是開放性的問題，老師停頓一下之後用物
品示範，在詢問學生意見，學生一樣沒反應所以問題□ 2 到問題□ 4 老師透過
動作與問題的重複。學生有回答但與老師想表達的是不同的，於是老師用
疑問口氣將學生的回答再問出來。這個教學例子中，因為老師用的教具是
有厚度的，無法將重合的感覺表達出來，以及老師是用動態的動作呈現靜
態的內容。因此學生才會有這樣的反應，於是老師立即提出修正。 
現象 4‐3：透過提問統整之前的概念並比較。 
表 4‐2‐13：教學實錄 
趙老師  2‐1 空間概念  (29’48–29’58) 
師：  什麼叫歪斜？ 
因為它跟剛剛講的那三種，哪三種？ 
重合~~平行~~交一點 
跟我們現在講的第四種 case 歪斜是截然不同的 
□ 1   開放性問題 
□ 2   總結性問題 
 
 
    教學過程中，研究者發現老師使用提問是將之前的概念做整合，表
4‐2‐13 中的問題□ 2 就是這樣的例子。 
現象 4‐4：透過提問連結舊經驗與引起學生興趣。 
    連結舊經驗在許多文獻中提到，有助於學生有意義學習的一個面向，
而教師在連結學生舊經驗時，常使用的教學手法之一就是透過提問來做連第肆章  研究內容 
78 
 
結。在表 4‐2‐14 的例子中，唐老師用提問將之前講過的內容喚醒學生的記
憶，接著帶出老師要教學的內容，並藉著提問先吸引學生的注意，讓學生
能集中在老師的問題中。 
表 4‐2‐14：教學實錄 
唐老師  條件機率  (01’55–02’22) 
師： 
 
生： 
師： 
 
我想我跟你們講過，機率是幹什麼用的？ 
為什麼要研究機率？ 
賭博 
對，賭博用的，賭博最重要是什麼？(停) 
怎麼樣你才會去賭博？(停)…… 
□ 1   開放性問題 
□ 2   開放性問題 
 
□ 3   開放性問題 
□ 4   開放性問題 
現象 4‐5：透過提問做概念之間的連結。 
    另一個跟連結有關的提問是教師透過提問作概念與概念間的連結，見
表 4‐2‐15。在這個例子中，老師將之前的多項式教學中使用 () f x 的符號，
以及函數也使用 () f x 來表示，這兩者之間的關聯用提問先引出，再進行教
學。老師使用提問來當作連結概念的橋樑。 
表 4‐2‐15：教學實錄 
宋老師  3‐4 多項式函數  (12’19–12’34) 
師： 
 
 
生： 
那我們現在就要來解決這個問題囉，為什麼我們之前可以隨便把
多項式用 f   of  x 來表示？ 
f   of  x 明明是函數的啊，為什麼可以？ 
因為會有對應的數 
□ 1   開放性問題 
 
□ 2   開放性問題 
 
 
現象 4‐6：探測學生想法。 
    在教學中， 老師藉由提問來探測學生的想法 ， 表 4‐2‐16 中的兩個問題，
就屬於這種功用。老師提出兩個問題中都是請學生憑直覺來判斷，比較兩
種直線的形式，這兩個問題所探測的內涵是情意面向。像問題□ 1 是學生主
觀的想法，並沒有絕對的標準答案，而問題□ 2 也是沒有絕對的答案。 
    趙老師問完這兩個問題之後當然也有提出以老師角度的答案，這在表
4‐2‐16 是看不到的。至於老師在教學中安排這樣的提問，主要目的是在還第肆章  研究內容 
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沒正式做題目時，先探測學生是怎麼想的，並讓學生知道數學老師是如何
想的。 
表 4‐2‐16：教學實錄 
趙老師  2‐4 空間中的直線  第一節  (30’22–32’31) 
師： 
 
 
 
生：
師： 
聊一個比較有趣的，我們現在還沒用對不對，所以各位對這兩個來
看，我分兩個問題問各位，純粹從題目問…，你覺得這兩個形態，
從好不好看來評斷的話，你覺得參數式跟比例式，一條直線的參數
式跟比例式，你看起來哪種形式比較好看？ 
參數式 
…OK，那有沒有人覺得比例式好看，真的沒有喔…… 
 
 
□ 1 比較性問題 
  情意方面 
 
 
 
 
 
生：
師： 
我還沒教你算題目對不對，你覺得考試的時候，我現在問的是，因
為你還沒算題目喔，所以你應該先有一些自己的看法，你覺得考試
的時候，你希望老師給你參數式來用，還是對稱比例式來用？ 
……有沒有人希望給這個(比例式)，不要客氣，請舉手。 
(一個學生舉手) 
一個。那希望考試給這個的請舉手。 
 
 
□ 2 比較性問題 
  情意方面 
生：  (大多數學生舉手)……   
 
現象 4‐7：增進學生數學語言的表達。 
    師生之間能夠溝通是教學中重要的一環，若是學生不知道老師在說什
麼，那學生就不可能學會、對內容無法理解，更別說有意義學習了。反之，
若是老師不懂學生表達的問題，也就不能針對學生的學習狀況進行教學。
因此數學溝通在教學過程之中是重要的，培養學生數學溝通的能力也是必
要的。 
    研究者在觀察教學影片中，有一小段教學是老師透過不斷地問問題希
望學生能夠清楚地表達數學內容。請見表 4‐2‐17 
表 4‐2‐17：教學實錄 
宋老師  2‐2 數列的極限  (09’48–10’40) 
師： 
 
生： 
師： 
ㄟ~同學，你說奇怪，老師舉得幾個例子，要嘛就沒辦法趨近於誰，
要嘛就趨近於零，那是不是所有的數列都會趨近於零？ 
不會 
會不會所有的數列都一定要趨近於零阿？ 
 
□ 1 封閉性問題 
 
□ 2 封閉性問題 第肆章  研究內容 
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生： 
師： 
生 1：
生 2：
生 1：
師： 
生 1：
師： 
 
 
生 1：
師： 
生 1：
師： 
生 1：
不會 
確定？ 
係數 
公比小於一 
(學生試著回答) 
你的意思是什麼？ 
(學生試著回答) 
它的~~【老師指板書
1
n
<> 中
1
n
的左邊】左邊這個，這邊是一？ 
一，一，一怎樣？(停) 
一又 N 分之一？ 
對阿，一又 N 分之一 
什麼叫作一又 N 分之一？ 
趨近於一又 N 分之一… 
你的意思是一加 N 分之一，是不是？ 
對 
 
□ 3 確認性問題 
 
 
 
□ 4   
 
□ 5  
□ 6  
□ 7  
 
□ 8 開放性問題 
 
□ 9 確認性問題 
  封閉性問題 
    表 4‐2‐17 中的問題□ 1 到問題□ 3 是老師在進行教學所提出的一連串問
題。問題□ 4 開始針對學生回答的內容做進一步的澄清與表達，但學生還是
無法說出正確的數學語言，老師將學生的意思透過問題□ 5 與問題□ 6 呈現，
但是學生還是說不出來，於是老師就用問題□ 7 呈現，學生透過老師的表達
確認是自己心目中的答案，和老師達成共識。可是老師又繼續追問。 
    我們可以看到宋老師使用問答這個手法的目的是與學生達成共識，並
且幫助學生清楚地使用數學語言表達出心中的想法。 
現象 4‐8：一連串引導式的提問來強化概念。 
從現象 4‐7 中，讀者或許可以感受到宋老師短短不到一分鐘的教學中，
使用的問答次數很多。在研究者觀察的課堂中也發現宋老師的每一堂課進
行概念教學時，都是透過跟學生討論來進行教學。 
我們再來看一個例子，看宋老師如何引導學生學習概念。表 4‐2‐18 的
教學內容是在介紹二次函數
2 () y fx x = = 的圖形，老師已經先帶著學生將一
些點描在黑板上了。 第肆章  研究內容 
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表 4‐2‐18：教學實錄 
宋老師  3‐4 二次函數  (14’14–15’23) 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生：
師：
生：
師： 
我問你啊，可以用線把它(點)連起來嗎？ 
可以 
那就這樣連喔？【老師連(0,0)與(1,1)並向右上方延伸】 
沒有要歪歪的 
會不會是直線？ 
不會 
為什麼不會是直線？ 
因為它要圓滑 
為什麼它要圓滑？…(岔開主題)。來，同學，看一下喔，這邊是
1，我們中間會不會用一個二分之一塞進去？ 
□ 1   封閉性問題 
 
□ 2   
 
□ 3   封閉性問題 
 
□ 4   開放性問題 
 
□ 5   開放性問題 
□ 6   封閉性問題 
生： 
師： 
生： 
師： 
 
生： 
師： 
可以阿 
告訴我二分之一的時候是多少？ 
四分之一 
四分之一ㄟ，你看那不會在這條直線上ㄟ，只有到四分之一的地
方，那三分之一的時候呢？ 
九分之一 
是不是更小，負二分之一的時候就四分之一，負三分之一的時候
是九分之一，所以你其實發現，它在這個地方是這樣子， 
所以，同學，這不會是直線喔！不要用直線連喔，它是這樣子，
是曲線。 
 
□ 7   封閉性問題 
 
 
□ 8   封閉性問題 
 
 
 
 
    表 4‐2‐18 的例子中，老師要呈現的是二次函數的圖形，老師透過問題
□ 1 開始介紹函數圖形，問題□ 2 搭配手勢探討圖形樣式，由學生之前的經驗
知道兩點可以決定一直線，所以老師用動作來表示。接著問題□ 3 與問題□ 4
延伸上一個問題討論圖形是否為直線，學生回答圖形要圓滑後，老師又順
著學生的答案繼續追問下去。從這一連串的問題，老師用引導的方式將二
次函數的圖形呈現出來。讓學生透過這樣的討論理解概念。 
現象 4‐9：培養學生推理解決問題的能力。 
    數學教學中，訓練與培養學生獨立解決問題的能力是很重要的。代數
方面的教材內容，許多問題是有一定的解題步驟，老師如何訓練學生習得
其中的解題步驟與解題想法呢？研究者觀察到宋老師使用提問的教學手第肆章  研究內容 
82 
 
法。請見表 4‐2‐19： 
表 4‐2‐19：教學實錄 
宋老師  3‐6 分式不等式  (17’33–18’45) 
師： 
 
 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
接下來，第二題，  同學，如果現在出一個題目是這樣，(停頓，
等同學安靜)， x 減二分之負三要大於零【板書寫
3
0
2 x
−
>
−
】 ，
怎麼做？ 
x 減二小於零(同學在台下紛紛回答) 
只要x 減二小於零就夠了？ 
(聽不清) 
你要乘以()
2 2 x− ？(停) 
(聽不清)  
蛤？擴分？上下同乘(2 ) x− 。(停) 
 
 
 
□ 1   開放性問題 
 
□ 2   開放性問題 
 
 
□ 3   確認性問題 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
眾生：
師： 
眾生：
可以啦，這想法也對啦，還有沒有？ 
乘過去，變號 
為什麼可以乘過去？ 
因為下面是負的 
你為什麼知道下面一定是負的？ 
因為上面是負的，所以下面是負的 
上面是負的，下面一定要~~？ 
負的 
那我不是解x 減二小於零就好的嗎？【板書寫 20 x− < 】 
對阿 
□ 4   開放性問題 
 
□ 5   開放性問題 
 
□ 6   開放性問題 
 
□ 7   引導性問題 
 
□ 8   封閉性問題 
   總結性問題 
    表 4‐2‐19 中，老師教學生解分式不等式的其中一個問題，寫下題目後
老師丟出「怎麼做？」這個問題起動學生的思考。老師透過提問將學生的
想法慢慢引導出來，同時也讓學生表達自己的解題想法。老師使用問題□ 7
用引導式的問法讓學生接出答案，最後再用問題□ 8 將這一連串的問答做一
個總結，讓學生透過這樣地教學習得解題方法。 
 
小結：研究者將上述描述的所有現象整理如下： 
現象 4‐1：針對一概念提出一連串密集的拋問。 第肆章  研究內容 
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現象 4‐2：針對同一個問題重複的拋問。 
現象 4‐3：透過提問統整之前的概念並比較。 
現象 4‐4：透過提問連結舊經驗與引起學生興趣。 
現象 4‐5：透過提問做概念之間的連結。 
現象 4‐6：探測學生想法。 
現象 4‐7：增進學生數學語言的表達。 
現象 4‐8：一連串引導式的提問來強化概念。 
現象 4‐9：培養學生推理解決問題的能力。 
 
(五)    閱讀 
「閱讀」的這種教學手法使用在文科的機會比較多，在數學教學中會
使用到這種教學手法的時機，研究者發現是在閱讀題目或者講解課本及講
義中的語句時。 
使用時機 1：閱讀講義中的語句，並解釋語句的含意。 
表 4‐2‐20：上課實錄 
趙老師  2‐1 空間概念  第一節  (03’40–05’40) 
師：  我們來看一下公設一，好不好。通過空間中相異兩點，恰有一直線存在。
這件事各位知道，相異兩點~恰一直線通過，這性質在空間中對，在哪
裡也對？平面上也對阿。OK 的，對不對，這直觀。 
好，公設二：通過空間中不共線的三點恰有一平面存在。各位，麻煩各
位把不共線這三個字圈起來，因為這三個字的存在與否厚~~會影響這句
話成立與否厚~~…… 
    這是趙老師在說明歐幾里德公設的教學，老師先將講義中的文字讀一
遍，表 4‐2‐20 中畫底線的部分就是講義中老師帶著學生閱讀的文字。老師
唸完之後就針對所唸的文字做解釋，並且作重點註記。相同的教學也出現
在李老師的課堂中，李老師也先將打在講義上的歐幾里德公設，在教學時
帶著學生閱讀。請見表 4‐2‐21： 第肆章  研究內容 
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表 4‐2‐21：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節  (30’26–30’57) 
師： 
 
 
 
生：
師： 
第一個，空間中相異兩點恰有一個直線存在。覺得有沒有困難？(停) 
沒有。 
第二個，空間中，阿~不共線給它圈起來。要不共線的三點就可以決定
一個平面。為什麼要不共線阿？如果沒有這三個會怎樣呢？ 
(同學在台下七嘴八舌回答) 
對阿對阿，不共線就只能決定一條線阿！…… 
    這兩個教學片段中，兩位老師在處理第一個公設，都是很快的帶過，
因為對於學生的經驗中早已有類似經驗，所以不拖泥帶水浪費時間。而第
二個公設，老師也都不約而同的要學生將「不共線」這三個字圈起來，再
針對這個部分做深入講解。 
    從這兩個不同的教師教學中，我們發現教師掌控教學速度時，不會浪
廢多餘不必要的時間，而是將時間用在刀口上、用在關鍵的概念上。 
使用時機 2：閱讀題目，並解釋語彙的意義。 
    數學語言在數學學習中扮演著重要的角色，學生常常會因為題目的意
思不懂而無法順利解題，因此老師在教學中，會帶這學生閱讀題目並解釋
語句中語彙的意義。依據 Mayer(1987)、林清山(1998 譯)稱作問題的轉譯。
這是解數學問題的第一步。 
表 4‐2‐22：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節  (03’40–05’40) 
師：  那它是這樣寫的，看例題一：長方體 ABCDEFGH 八個點，然後十二條稜
線，這個稜線就是面跟面的交線【寫板書稜線面與面的交線】 ，圈起來
寫一下稜線就是面跟面的交線…然後它說把它延長為十二條直線，請問
呢這十二條直線有幾條，有幾組是歪斜的呢
11？ 
    表 4‐2‐22 中，李老師將題目唸到一半時，就發現有學生可能不懂的語
詞，就花一點點時間做簡短的解說，讓學生能夠了解題目意思。之後回到
                                                  
11  原題目是「長方體 ABCD-EFGH 的 12 條稜線延長為 12 條直線，共可決定幾對歪斜線？」 第肆章  研究內容 
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原題目解說時，用白話且口語的方式將剩下題目說出。 
 
(六)    學生操作 
一個課堂中若是都沒有學生活動，課堂會顯得沉悶。一般老師的教學
設計大多數以講述為主，穿插著學生練習以及問答。學生進入高中的階
段，數學內容及題材上較國中和小學來的抽象，能夠動手操作的機會不
多。遇到需要操作的內容時，大部分的教師會操作給學生看，但是少部分
的教師會讓學生自己動手操作。 
研究者觀察的課堂中李老師在進行空間概念的教學時，就讓學生拿出
兩枝筆嘗試找出歪斜線投影在平面上所形成的圖形，老師透過這樣的操作
活動讓學生探索歪斜線的投影狀況。請見表 4‐2‐23 
表 4‐2‐23：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節  (26’22–27’00) 
師：  來~拿出兩枝筆喔~然後把它們比出歪斜線，然後呢，妳來看看~它們兩
個落在妳桌面上的影子~~【老師頭低下俯視筆的投影情形】 
會有幾種情形？會有幾種，它，它掉下去的影子，它掉下去的影子，會
有幾種情形？ 
   我們先來挑戰第一個，歪斜線落下去的影子會有兩條相交的直線 
ㄟ~對不對？兩條歪斜~~落下去的影子， 
妳要比歪斜阿，不用比影子，歪斜然後落下去的影子會不會是相交的兩
線？【老師頭低下俯視筆的投影情形】會不會是相交的兩線？ 
好，先比出來的加分(停)…… 
 
(七)    探索 
老師帶領學生探索時會透過一些活動，研究者觀察到的是老師使用操
作活動，恰巧跟前一個介紹的教學手法「活動」是類似的，但是在這個學
生操作活動中，老師用了一些提問、提示與鼓勵的方式讓學生進行問題的
探索。 第肆章  研究內容 
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表 4‐2‐24：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節  (27’04–28’52) 
師：  歪斜線然後落下去的影子是平行線喔【老師頭低下俯視筆的投影情形】
(停)比比看啦，不要看我啦，開始把妳的筆亂動，試試看 
兩條歪斜線落下去的影子是平行的，喔~有人快要比出來了，阿阿~~成
功了，加分，快阿，繼續比(停) 
師：  還會不會有別種？歪斜線，歪斜線然後掉下去相交 
然後再一種，一個朝上一個朝下，掉下去平行【在黑板畫圖 】
還有沒有？(對前排的同學說)對對對，這邊繼續比阿，對，一個點跟什
麼？一條線  
  可不可以？還有沒有？ 
 
 
生： 
師： 
應該是沒了吧！會不會變兩個點阿？(停) 
為什麼不會變兩個點？ 
(學生回答聽不到) 
呦~好聰明喔，沒錯沒錯，那應該就沒啦，好，到這邊，那玩完啦 
  所以呢它會落在這個平面上的投影喔，就畫這邊三個 
    表 4‐2‐24 是接續表 4‐2‐23 的教學。李老師自己先示範投影結果是平行
線的歪斜線在空間中的放置方式，雖然叫學生不要看老師的示範但是間接
的告訴學生有這種情形，也給學生一點點提示。老師看到有學生成功的完
成任務就用鼓勵得口吻給學生加油打氣，並給下一個提示讓學生去嘗試。
老師帶領學生探索的過程中還順便將結果做了整理，以結構式的方式呈現
出來，並提出問題讓學生思考。 
 
(八)    學生舉例 
「學生舉例」這種教學手法的使用在一般數學教學中也不常見，研究
者發現到這種教學手法的使用時機，當教學內容是學生能夠負荷的，有些
許經驗的，老師才會使用這種手法。請見下表 4‐2‐25： 第肆章  研究內容 
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表 4‐2‐25：上課實錄 
宋老師  3‐4 多項式函數  第一節  (27’04–28’52) 
師： 
生： 
師： 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
ㄟ~同學，哪一種數列會無窮啊？ 
到無限的????(聽不清) 
誰？舉個例子。 
你是一二三四五六七八九十。阿，你是什麼？ 
偶數 
阿~一二三四五六七八的那個數列怎麼寫？一般項是什麼？一喔？ 
n a  
n a ？這個要寫什麼？【手在板書中間比<  >】 ，它的 n a 要寫什麼啊？ 
n 阿 
師：  n，恩，很好 
    表 4‐2‐25 的教學中，宋老師問了兩個同學，請學生分別舉出一個會有
無窮項的數列，這個問題學生可以憑之前的經驗可以說出，老師把課堂的
控制權丟給學生，如果這兩個例子是由老師自己說出，學生的注意力可能
不會集中在教學上，因為都是老師講述，而且例子又很簡單會覺得內容無
趣，沒有自由主控的權力。但是宋老師將表達的權力給學生時，再引導學
學生到老師之後要教的內容，老師跟學生之間的互動讓課堂的氣氛不在是
老師一個人自導自演。 
 
(九)    學生練習 
在數學教學中「學生練習」指的是在課堂中讓學生有做題目練習，熟
悉教學內容的時間。 「學生練習」是研究者觀察到每個教師都會使用的教
學手法之一。老師讓學生練習的目的是幫助學生熟悉新學習的概念，幫助
學生長期記憶，但也有先透過練習讓學生培養對概念直觀的解題感覺。這
些觀察的教學中，學生練習的形式又分為兩種自行練習與上台演練。 
¾  練習目的 1：幫助學生熟悉新的教學內容。 
練習形式 1：學生自行練習。 第肆章  研究內容 
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    課堂中老師讓學生自行練習的內容包含課本隨堂練習、講義題目。老
師留給學生練習的時間都不會太短，而且依照練習題目的數量以及難度預
留時間。而且研究者還觀察到一點就是當學生練習時，老師會下台巡視學
生的作答情形，遇到學生不懂之處就可以馬上做解釋。 
    下表 4‐2‐24 中是宋老師教完了 sigma 符號概念後讓學生做練習熟悉符
號地使用，老師所選用地題目是課本的隨堂練習。 
表 4‐2‐26：上課實錄 
宋老師  sigma 符號  (32’12–35’01) 
師：  ㄟ~給各位做兩個題目，課本 102 頁，隨堂練習(停) 
課本 102 頁，隨堂練習(停) 
(學生練習)【老師下台巡視】…… 
30 號跟 40 號上來寫一下 
接下來看另一個教師在課堂中讓學生練習的教學片段，請見表 4‐2‐27： 
表 4‐2‐27：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節  (22’33–24’42) 
師：  好~我給了一個圖，請妳做一件事，請在這十二個邊裡面【在黑板畫圖】
用藍筆，隨便取一條，那我取這條好了，用藍筆畫這條線， 
然後用紅筆畫出跟它歪斜的那四條。我要下去檢查(停) 
先取一條，然後妳用紅筆~~畫出跟它歪斜的四條給我看。 
(學生練習)【老師下台巡視】 
    表 4‐2‐27 的教學片段是李老師利用教具說明長方體中的歪斜線之後，
老師要學生自己在講義中畫出歪斜線，老師是讓學生自己在講義中練習，
有一個理由是確認學生是否能理解歪斜線在二維圖形中如何表示，因此讓
學生做這樣的練習。老師還到台下巡視學生的作答情形，確認學生是否能
將三維空間的表徵方式轉換到二維平面的表徵方式。 
    李老師讓學生做練習的時機是在教完一個概念後，立即讓學生練習，
練習的題目只有一個，而且題目的難度簡單，因此老師讓學生大約練習了
兩分鐘。接著我們在來看唐老師的教學，請見下表 4‐2‐28 第肆章  研究內容 
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表 4‐2‐28：上課實錄 
唐老師  矩陣乘法  (32’39–34’02) 
師：  好，我這節講到這邊，接下來請妳做，僅量做。第五題，做。第六題，
做。第七題~~~能做多少做多少厚。…要練習喔，不然這乘法一考試會
錯喔！因為~雖然是很簡單的四則運算，單單一題，這個就做了六次運
算嘛，六個運算，這個做兩個…好~原則上我們給你做題目的時候數據
不會太難，不然的話計算上出一點點錯誤，你就錯了，練習的時候儘量
把它做對…其他的我們下節課在講。 
【老師下台巡視】(鐘聲響起) 
    表 4‐2‐28 中，唐老師將矩陣乘法的概念整個介紹完之後，讓學生作講
義中的題目，而且告訴學生練習的目的是為了熟悉運算法則。 
    這種教學手法是優秀教師都會使用的，在研究者觀察的課堂中，老師
一定都會讓學生在課堂裡有自行練習的機會。 
練習形式 2：學生上台演練 
其中並非所有教師會要求學生上台演練，這跟教學內容以及教師教學
特徵有關。例如：宋老師與趙老師的教學中有請學生上台演練。請見下表
4‐2‐29 與表 4‐2‐30： 
表 4‐2‐29：上課實錄 
宋老師  2‐2 數列的極限  第一節  (20’44–22’03) 
師：  現在我要讓各位練習一下寫這個，這個數列加 n 分之一，這個數列的極
限是 1，請妳把它寫下來。 【老師下台巡視】…… 
要寫我圈起來的那個數列的極限是 1，…… 
我找個人上來寫喔(請學生上台寫)，今天叫吳氏家族好了，吳 OO…上來
寫一下。 
表 4‐2‐29 中這個教學內容是要讓學生練習數列極限的符號記法，老師
先讓全班學生自行練習後找一位同學讓上台演練。從老師的對話中可以感
受到老師平時的教學時常請學生上台練習。研究者在宋老師地教學中也發
現宋老師確實經常請學生練習以及上台演練。這讓學生在課堂上能透過練
習來加深印象鞏固概念，也讓課堂活動不僅是老師的講解而已。 第肆章  研究內容 
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表 4‐2‐30：上課實錄 
趙老師  3‐3  第一節  (33’47–41’50) 
師：  看一下範例六，範例六就是用這個概念，我把它寫在這裡喔！例題六是
屬於點跟球，待會就可以做了。我會請同學上來做啦。 
那範例七就是最後一個主題，先放著。 
再來範例八，範例八應該歸為哪一種？也是這種因為它是問點跟球。… 
再來是範例九，範例九是線跟球，我講的範例就包括演練喔，我幫你歸
類一下，讓你可以知道它在做什麼，大家就先做這些。那各位就先練習
這三個範例，那我找同學上來做…… 
【老師抄題目】 
OOO 你來作範例六。…… 
【老師抄題目後，抽籤】 
好，範例八，XXX。……【老師下台巡視】 
    在趙老師的教學中也常讓學生上台練習，表 4‐2‐30 中所呈現的教學是
老師先將學生要做的題目與之前講的概念做對應後，要學生練習，並且抽
籤找學生上台演練，而且老師預留給學生的練習時間是很充足的有八分多
鐘讓學生做題目，之後老師才做講解。 
    表4‐2‐26至表4‐2‐30中的這些學生練習的教學片段老師都是為了加深
學生記憶讓學生在教完概念後練習。但是研究者觀察的教學中，唐老師有
一節課是先讓學生作練習後才將概念的定義告訴學生。 
¾  練習目的 2：讓學生先直觀感受題目中的特徵。 
    表4‐2‐31中是唐老師教條件機率時讓學生先直觀的作一些題目再做講
解，老師這樣的安排跟教材內容有很大的關係。 
    在講解條件機率時學生所需要的先備經驗是機率，老師在這節課的一
開始有做複習
12，這要是用到的機率概念學生是已經有的，因此唐老師才
會讓學生先直觀的做題目。老師在學生做題目的同時先將每一題詳解寫在
黑板上，為了之後解說，也可以讓先做完的同學對答案。老師預留了九分
                                                  
12  請參見附錄教材組織安排，第 A‐40 頁。 第肆章  研究內容 
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多鐘的時間讓學生做四個題目，對學生來說時間應該夠充足，如果做不出
來的也有機會將題目先看過。 
表 4‐2‐31：上課實錄 
唐老師  條件機率  (22’24–31’55) 
師：  我講下去之前，讓妳直觀的做一些題目，做哪些題目呢？做第五題、第
八題、第九題、第十題【將題號寫在黑板】(停)  
我到現在沒有講條件機率的定義，只有用概念，概念講完做這些題目，
五、八、九、十
13，做完我們在講定義，趕快喔，動手做喔！ 
(學生練習中)【老師寫板書】 
 
(十)    學生臆測 
「學生臆測」是老師尚未正式教學前，先探測學生的想法，讓學生用
直覺來判斷問題的結果。研究中發現趙老師不只一次使用過這種教學手
法。下表 4‐2‐32 是其中一個例子。 
表 4‐2‐32：上課實錄 
趙老師  2‐1 空間概念  (46’25–47’01) 
師： 
 
 
 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
那我可以先試探的問幾個同學答案嗎？我試探性的問問看而已。 
來~OOO，你覺得剛剛這個問題
14，紅色角度跟白色角度，你覺得誰大誰
小？還是一樣大？ 
都可以，就是紅色大、白色大、一樣大，三選一啦，一般是三選一嘛。
就看你想法就好了，你覺得這個~~誰大？還是一樣大？ 
一樣 
一樣大，那這題呢？ 
一樣 
一樣大 
    在這個例子中，趙老師丟出了兩個跟空間中角度有關的問題，要學生
判斷每個問題中兩個角度的大小是否一樣。老師丟出這個問題的時機是下
                                                  
13  學生練習題的題目請見附錄 A‐40 頁。 
14  請參考附錄 A‐30 頁，圖 A‐1‐3‐2。 第肆章  研究內容 
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課的前幾分鐘，為下一節課的教學內容做安排，並且讓學生能自行思考過
後再作講解。 
    另外的例子出現在趙老師講解點與球以及直線與球的關係時
15，在前
一節課先探測學生的想法，經由老師整理後在教學。 
(十一)  學生歸納 
    一般的教學中，我們比較常見老師做概念的歸納與整理，在研究者觀
察的課堂中宋老師請學生歸納收斂數列與發散數列。請見下表 4‐2‐33 
表 4‐2‐33：上課實錄 
宋老師  2‐2 數列的極限  (18’50–20’00) 
師： 
 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
現在我問各位喔，剛才那幾個數列，剛才那八個，現在請各位告訴我
一下，收斂數列有哪幾個？【板書寫收斂數列】哪幾個是收斂數列？
來，唸給我聽，哪個？ 
二分之一的 n 次方， 
二分之一的 n 次方， 【板書】還有哪一個？ 
n 分之一 
n 分之一【板書】 ，還有哪一個？ 
一加 n 分之一 
一加 n 分之一【板書】 ，還有呢？ 
負二分之一的平方 
負二分之一的 n 次方【板書】 ，還有呢？ 
沒有了 
是不是就這幾個？好，那發散的有哪幾個？【板書發散】 
發散的有…  n 
發散的有誰？n 這個數列， 【板書】還有呢？ 
2n 
2n 這個數列【板書】 ，還有呢？再來呢？只有兩個嗎？ 
‐3n+1， 
喔，負三 n 加一， 【板書】還有哪一個？ 
負一的 n 次方 
負一的 n 次方【板書】 ，它也是發散數列 
對，變來變去，是發散數列。 
                                                  
15  請參考附錄 A‐33 頁。 第肆章  研究內容 
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圖 4‐2‐11‐1  板書內容 
    這個教學中老師讓學生自行做歸納是恰當的，因為之前老師已經針對
每個數列做了討論，而且這樣的教學手法可以幫助學生能夠集中注意力在
教學上，而不僅只是教師一個人講述而已。 
    讓學生歸納的內容是要注意的，優秀教師讓學生歸納的內容通常是學
生能力範圍內可以解決的，如果丟出超出能力範圍的內容，不但不能達到
效果，還會降低學生的學習興趣。 第肆章  研究內容 
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第三節  數學意義的來源 
    研究者依據文獻中歸納出四種數學意義的來源： 
1. 藉由在數學表徵系統之間的轉換。 
2. 藉由在數學和非數學系統之間的表徵轉換。 
3. 藉由表徵系統內部的轉換、記號的操弄學習樣式與句法 
4. 藉由心理實體的建立，是透過動作、程序和概念的具體化變
成現象界的物件，然後能當作在更高層次的組織中新的動
作、程序和概念的基礎(稱作反思抽象)。 
研究者在這一節的報導，會針對老師教學的概念來分析老師使用了哪些數
學意義的來源。 
 
(一)    矩陣乘法教學中數學意義的來源 
    這一小節中將分析唐老師建立學生矩陣乘法意義時所使用的數學意
義來源。唐老師介紹矩陣乘法這個概念時，透過生活情境表徵轉換到矩陣
的定義表徵形式，也就是從非數學表徵最終要轉換至數學表徵，轉換過程
中還利用表格表徵與表格表徵中內部的轉換，以及一連串動作程序的具體
化。老師透過這些表徵之間的操弄、讓學生學習運算樣式，建立矩陣乘法
的概念。以下從教師教學流程中來進行分析，研究者將分析結果與報導流
程用圖 4‐3‐1‐1 表示如下： 
生活情境表徵  (1) ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ → 表徵轉換   表格表徵  (5) ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ → 表徵轉換   定義表徵 
                   (2) ↑ 物件、程序操弄         (4) ↑ 、 物件、程序 概念的具體化  
                        (3) ↑ 表徵內部操弄  
圖 4-3-1-1：矩陣乘法概念分析報導流程 第肆章  研究內容 
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  有  捐 
甲    
乙    
丙    
丁    
戊    
  資料表 3 
有  1000  500  100 
捐  30  10  5 
      資料表 1 
  1000  500  100 
甲  2  1  4 
乙  1  2  2 
丙  0  1  3 
丁  3  2  2 
戊  0  1  2 
      資料表 2 
  甲  乙 丙 丁
張三      
李四      
王五      
      資料表 6 
  國  英  數  社  自 
張三  11 8  10 12 9 
李四  13 10 7  14 6 
王五  9  10 12 8  10
          資料表 5 
甲 1  1. 5  2  1 1.5 
乙 1.25 1  1.5 0 1.5 
丙 1.25 2  0  1 0 
丁 1  1.25 1  1 1 
          資料表 4 
    唐老師在上課前先將教學內容部分呈現在黑板上，在進行教學，下圖
4‐3‐1‐2 是板書呈現的情形，研究者加以編號後在圖 4‐3‐1‐3 中的詳細內容
對照。 
 
 
 
 
 
圖 4-3-1-2：矩陣乘法課前板書 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4-3-1-3：黑板上呈現的資料表 1-6 的內容 
(1) 生活情境表徵與表格表徵之間的轉換 
    矩陣乘法這個教學例子中，第一部分老師先做生活情境與表格之間的
連結，在這兩種表徵之間互相切換。生活情境表徵與表格兩種表徵的兩個
方向轉換透過老師解說在教學中進行著。我們先來看一段上課實錄，請見
下表 4‐3‐1： 
 
1 
2 
3  4 
5 
6 第肆章  研究內容 
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表 4‐3‐1：上課實錄 
時間  上課實錄  分析 
00’00  師：  這邊是一個資料表【比資料表 1】 ， 
有甲、乙、丙、丁、戊五個人，他現在口袋裡擁有 
的鈔票有一千塊幾張、五百塊幾張、一百塊幾張。 
表格表徵 
生活情境表徵 
老師透過情境解釋表格含
意。(表格→生活情境) 
00’12  師：  然後現在呢，我想得到一個新的資料表(資料表 3)，可能是某種社
團，比如說學校家長會，要有點公益性質需要一些地捐助，所以
要捐錢嘛。…就是說， 【比資料表 2】 
你現在有一張一千塊請你捐三十元、你有一張五百塊 
就請你捐十塊，你有一張一百塊就請你捐五塊。   
 
 
表格表徵 
生活情境表徵 
老師透過情境解釋表格含
意。(表格→生活情境) 
00’52  師：  那如果對於我，我假如說現在負責這個活動， 
 
我比較在意的是這個結果【比資料表 3】 ， 
捐完以後我希望得到這個結果，然後我知道每個人 
捐多少錢，然後他捐了多少錢。(停頓 2‐3 秒) 
這樣可以了解吧。好，這是第一個例子。 
老師口頭解說得到資料表
3 的目的。 
表格表徵 
生活情境表徵 
預告之後要得出表格(生
活情境→表格) 
01’13  師：  也就是我要有這個資料表【比資料表 2】 ，然後呢有一個規則的資
料表，這就是規則資料表【比資料表 1】 ，我要得一個結果資料表
【比資料表 3】 。 
 
解釋每個資料表的用途 
    上面的教學片段中，唐老師透過建立每個資料表的意義來介紹矩陣乘
法概念，並將矩陣乘法的合理性做鋪陳。矩陣乘法中，老師使用這樣的表
格表徵要藉由學生比較熟悉的表格表徵這個形式，之後用類比的手法轉到
矩陣這個表徵，並將矩陣的運算法則介紹給學生。 
    唐老師使用的兩個資料表，第一個資料表是「錢的金額」跟「捐款」
之間的關係，老師把這個關係擺在第一個資料表中，這就是生活情境跟資
料之間老師做的轉換，老師把生活情境中同樣東西列在表格的同一列，另
外一個向度的東西就放在另外一列，這是這個表格的特徵。 
    第二個資料表中「錢的金額」這個向度也出現在表格中，還將另一個
向度「人」加進表格中，所以得到另一個表格。而第三個表格就變成兩個
資料表中各取一個向度。這裡第三個表格出來以後，最重要是要透過前二第肆章  研究內容 
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個資料表得出第三個資料表。接下來看老師如何進行資料表的運算。 
(2) 表格表徵中物件、程序的操弄 
表 4‐3‐2：上課實錄 
時間  上課實錄  分析 
03’47  師：  當我要填這格的時候 
【手比資料表 3 中，甲有的錢那格，用粉筆輕輕畫方格】 
請問妳從資料表哪裡知道甲有多少錢？ 
表格中的一個物件 
03’54  師：  甲有多少錢，是他的錢數乘以這個【手比資料表 1 中的 1000】 ， 
我現在這個(資料表二)是鈔票數【手比資料表 2 中的標題列】 
動作 
物件 
   我是不是它乘以一千 
【手比資料表 2 中，甲的千元鈔票張數 2，及資料表 1 中的 1000】 ， 
它乘以五百 
【手比資料表 2 中，甲的元鈔票張數 1，及資料表 1 中的 1000】 ， 
它乘以一百 
【手比資料表 2 中，甲的伍佰元鈔票張數 4，及資料表 1 中的 1000】  
得到兩千，五百，加四百，兩千九百(表六中寫 2900)， 
好算吧！  (停頓)  對不對。 
 
動作 
 
動作 
 
動作 
程序，得到新的物件 
04’14  師：  然後我要得到捐出的資料， 
我就三、六十、七十、二十 
【手在資料表 1、2 中上下來回比劃並計算】 ， 
所以呢，九十(表六中寫 90)。…… 
 
程序 
一連串動作 
新物件 
從表 4‐3‐2 中，我們看到老師在做資料表的運算，作運算時他本身就
是將矩陣的運算隱含在這樣的程序當中，只是學生還不知道老師在作的事
情就是之後要教的概念。 
老師將兩個擺在黑板上的表格，透過生活情境中數量與數量之間關係
作運算，會得出運算的結果，這樣運算過程老師用一連串的手勢動作，在
配合表格中的每個相對位置的關係，將數量運算的結果填入表格中。老師
透過三個動作形成一個程序性的過程，將所得到的結果放置在表個中相對
應的位置。接下來資料表 3 中的每一個位置都是這樣透過一系列的程序將
資料表 3 形成一個完整的表格。 第肆章  研究內容 
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這時候的運算都還不需要牽涉到學生矩陣運算的知識跟矩陣運算形
式化的感覺，老師只是透過表格用生活情境的資訊就可以將這個運算結果
很結構化的列出來
16。 
老師將兩個資料表連結後得到新的資料表後，就開始要與矩陣乘法這
個概念做連結了，接下來老師又透過了表格表徵內部轉換來建立概念。 
(3) 表格表徵內部轉換 
說明教師使用表格表徵內部轉換的來源時，先來看這部分的教學內容，
請見表 4‐3‐3 與圖 4‐3‐1‐4： 
 
 
 
 
圖 4‐3‐1‐4：板書 
表 4‐3‐3：上課實錄 
時間  上課實錄  分析 
10’29  師：  那如果(將資料表 1)放這邊【粉筆輕畫[  ]的符號在表 2 和表 3 中
的空白處】有什麼不方便？ 
  【1000  500  100 寫在矩陣符號中】  如果我這樣放？ 
你看我留的空隙是可以這樣放 
將資料表 1 放到空白處 
並使用矩陣的符號 
(表格→矩陣) 
 
10’44  師：  這樣放，(甲的錢數就是)這個乘這個【2 乘 1000】 、這個乘這個【1
乘 500】 、這個乘這個【4 乘 100】 
你看喔，我畫線給你看【剛剛比的動作畫弧出來】(停) 
動作 
動作 
圖示 
10’58  師：  這個叫做什麼阿？平常多項式的運算，因式分解是不是這樣算 
請問你多項式我們大概算幾項？通常一個乘法，這邊五次這邊四
次就已經很煩了，然後我教你們改成怎麼樣算？ 
如果五次乘四次的多項式我都會建議你們怎麼算？ 
 
連結多項式乘法的運算形
式 
 
11’19  生：  直式…(聽不太清楚)   
                                                  
16  表 4‐3‐2 中只列出了甲有的錢數與捐款數老師的教學流程，其餘乙、丙、丁、戊四人的有的錢
數與捐款數老師也都以相同方式一一告訴學生，在此省略。 
矩陣 b  資料表 2  資料表 7 第肆章  研究內容 
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  師：  直式算嘛，因為橫式這樣算太可怕了吧！列出來是不是很煩了，
然後這樣算的時候，因為這些線，怎樣？一直再交錯嘛~……交錯
最容易發生什麼是啊？看錯嘛、對應錯項嘛 
【將剛剛畫的 1000 500 100 ⎡⎤
⎢⎥
⎣⎦
擦掉】 
 
點出運算的困擾 
 
 
12’03  師：  好，所以喔，我們看到數學家是這樣算的 
【寫板書
⎥
⎥
⎥
⎦
⎤
⎢
⎢
⎢
⎣
⎡
5 100
10 500
30 1000
此為矩陣 b】(老師板書請見圖 4‐3‐1‐2) 
 
表格表徵形式的轉置與定
義表徵的出現 
 
 
12’16  師：  它是把資料這樣放，這樣放的時候呢？它的乘法是這邊【比資料
表 2 第一列】和這邊乘【比矩陣 b 第一行】 
將之前的運算規則與新的
形式作連結 
    在表 4‐3‐3 的教學中，老師處理了三件事情，第一先將原先的一個表
格表徵用矩陣定義表徵呈現並且放置在黑板中預留的空間。第二做表格的
轉置，也就是做表格記法上的轉換。第三表徵樣式之間觀察。 
    一開始老師將資料表 1 做平移，但是改用矩陣符號形式表示，老師悄
悄地做了表徵系統間的轉換，不刻意強調，因為這裡的一個目標是要將表
格做轉置，也就是前面所提到的老師做的第二件事。 
    在做符號記法上轉換時，老師與多項式乘法運算的形式做連結，之前
數量運算跟多項式乘法運算有相同的形式，因此透過類比的手法，將這樣
橫式的運算引導到直式的運算，也就出現了表格轉置的理由。老師就直接
將這樣的矩陣形式寫出來。 
    最後還不忘與之前運算的方式做對應的連結，將這種新的表格記法裡
的運算方式告訴學生。 
(4) 動作、程序、概念的具體化過程 
表 4‐3‐4：上課實錄 
時間  上課實錄  分析 
14’00  師：  …好，橫的是列，直的是行。這邊是第一列【資料表 2 第一列】 ，
這邊是第一行【矩陣 b 第一行】 
妳看我乘出來的結果在哪裡？【資料表 7 第一行第一列】 
動作 
動作 
用手勢將運算結果指出 第肆章  研究內容 
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14’10  師： 
 
生： 
在這個矩陣(資料表 8)裡面它是第幾列第幾行？ 
第一列第一行的元嘛 
第一列第一行(與老師同時說) 
 
口語表示運算結果 
 
  師：  那我這樣乘過來的在哪裡？【比資料表 2 第一列和資料表 8 第二
行相乘】二乘三十，一乘十、四乘五。 
我是不是剛才放在這邊九十的地方【比資料表 7 中的 90】 
 
再次將運算結果與表格中
的位置對應 
14’26  師： 
師： 
這邊是第一列 【資料表 2 第一列】 ， 這邊是第二行 【矩陣 b 第二行】 ，
第一列乘第二行，得到的結果在哪裡？在這邊的第一列第二行 
第二列【資料表 2 第二列】乘第一行【矩陣 b 第一行】 ，得到的是
第二列的第一行的位置，這個是不是顯的很有規律，和我矩陣的
它基本的原來的第一行列是不是一致的…… 
 
程序性動作再次重複 
 
帶領學生觀察出矩陣乘法
結果位置的規律 
15’53  師：  所以，當要做這樣乘法，我會得到這樣乘法結果的時候，比較重
要的是，我這個乘法剛剛能乘的時候，是不是就這樣擺【比資料
表 1 和 2】 ，它跟他的項目一樣多，當我現在把直的轉的橫的以後，
應該誰跟誰的項目多？ 
 
 
轉置後運算中項目個數的
對應關係 
16’10  師：  這邊橫的項目【資料表 2 第一列】 ，和這邊直的項目【矩陣 b 第一
行】一樣多。 
這邊橫的幾項？【資料表 2 第一列中的三項】三項，我們叫做三
行。這邊【矩陣 b 第一行的三個項目】 ，是不是三列， 
這個要一樣多我才可以對應項去乘嘛 
 
 
動作 
動作，程序 
帶出矩陣對應項一樣多才
能相乘的概念 
16’27  師：  那乘出來會得到什麼？得到甲乙丙丁戊的什麼？ 
有多少錢【矩陣 b 寫有】 ，捐多少錢【矩陣 b 寫捐】 
 
 
16’37  師：  妳有沒有發現？新的這個資料表(資料表 7)，他的這邊從誰來【比
甲乙丙丁戊的標題欄】 ，從第一個資料表來【資料表 2】 。新的資料
表【資料表 7 的標題列】這裡從第二個資料表來【矩陣 b 上的文
字】…… 
從兩個資料表中各抓出一
個向度得到新資料表 
 
 
18’34  師：  好，這邊乘這邊。乘的方法就是，…三個乘三個，我們做過什麼
乘法，跟這種乘法很像？(停)……向量內積，請問你向量內積怎麼
乘的？(停頓) 
連結舊經驗中與這裡運算
的形式相同的運算 
 
   向量內積怎麼乘的，a  one  乘  b  one  加 a  two 乘  b  two  加 a  
three 乘  b  three  是不是這樣乘的？ 
向量內積的語言表徵 
 
20’03  師：  這和向量內積是不是一樣，它乘第一個，它乘第二個，它乘第三
個【在資料表 2 和矩陣 b 中比】 ，是不是這樣乘？  
所以這個乘法在數學上，以前不是從來沒有過，我們的內積是不
是也這樣乘的，只不過現在變成幾個乘幾個？…… 
將內積運算對應到矩陣乘
法 
 
 
20’19  師：  相對應的相乘，然後乘完以後相加。 
矩陣的乘法是不是這樣出來了，只是這邊乘法是很多，一張資料
運算法則的語言表徵 
 第肆章  研究內容 
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表很多的東西跟一張資料表很多東西乘起來得到一張新的資料表
很多的東西…我們叫這樣的事情叫做矩~陣~的~乘~法 
說明矩陣乘法的外顯形式
    在表 4‐3‐4 中老師一開始所做的是將資料表的運算的規律性帶出來給
學生，老師重複透過動作所形成的一個程序，將矩陣乘法運算的結果是放
置在哪一列哪一列表示出來，而且這邊除了程序性的過程，還使用了數學
語言，矩陣的行與列一併帶出。 
    接著，老師的重點放在相乘的數目要對應一樣多的概念上，老師也是
透過肢體動作配合板書將對應的關係表現出來。表達出對應的關係以後，
老師將讓學生體會從資料表 1 與矩陣 b 中各抽出一個向度就會形成新的資
料表，並得出結果，也呼應的之前我們所說老師編排例子的用意。 
    老師在這裡還做了一個連結，將舊經驗中的向量內積與矩陣乘法運算
做連結，這兩個運算都有類似的形式，都是數量兩兩相乘後再加起來得到
新的一個數量。這裡老師做這樣的連結是讓學生體會這樣的運算不是新
的，是之前就有過的經驗，只不過這裡處理不只一次，是一堆資料重複相
同的手法而已。 
    唐老師的教學在這裡已經讓學生體認出矩陣乘法式資料與資料之間
的運算，接下來的下一個部分，老師就要開始做矩陣一般化的介紹了。下
一個老師使用的數學意義來源式數學表徵之間的轉換。 
(5) 表格表徵到定義表徵的轉換 
表 4‐3‐5：上課實錄 
時間  上課實錄  分析 
21’35  師：  黑板上我寫這樣的東西有看懂了厚，現在注意喔，我要擦黑板了
喔，我把不要的東西擦掉，作一些歸納，矩陣乘法在做什麼。 
開始做表格到定義表徵的
轉換 
21’50  師：  這個我不要了【擦掉資料表 1】 
還有這個叫資料表的乘法，我講資料表跟矩陣的差別在哪裡？ 
 
 
   矩陣只要資料表的數據，不要資料表的項目 
【把資料表 2 的標題欄和列擦掉】 ，對不對 
那配合矩陣的符號，這個加起來【加上矩陣符號】 ，這是矩陣的符
兩個表徵間的差異 
 
矩陣定義表徵 第肆章  研究內容 
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號。(見圖 4‐3‐)  (表格→矩陣) 
22’15  師：  這叫做幾乘幾的矩陣？我這邊要註明在這下面是幾乘幾。 
一~二~三~四~五~。幾列？五列 
幾行？五乘三的矩陣【在矩陣右下角寫53 × 】 。對不對 
 
 
矩陣攜帶的資料大小 
22’28  師： 
 
生： 
師： 
好，第二個資料表(資料表 1)我們已經移到這裡了，然後剛剛一開
始就寫成矩陣的型態囉。這個是幾乘幾的矩陣呢？ 
三乘二 
三乘二【在矩陣右下角寫32 × 】 
之前已做過表徵轉換 
 
 
矩陣攜帶的資料大小 
22’43  師：  這兩個可以相乘很重要， 【比矩陣 a、b 中剛剛寫的 3】這兩個不一
樣的話，能不能做像內積一樣的乘法？不能嘛，內積乘法一定是
平面向量跟平面向量做內積，空間向量跟空間向量作內積，因為
它有的、我們平常叫做的元~是一樣的，對不對 
 
矩陣運算中的重要規則 
 
 
23’01  師：  所以這邊要乘的話，我們剛才既然要這樣乘這樣 
這裡，這邊一二三個，這邊是不是要一二三個 
也就是這裡的行數和這裡的列數要一樣多，會得到誰？ 
 
 
行與列的個數做對應 
23’15  師：  會得到誰？會得到這一個資料表【擦表 7 的標題列、行】 
我們現在會得到這一個矩陣【加上矩陣符號】 ， 
這個矩陣是幾乘幾？(見圖 4‐3‐3) 
 
(表格→矩陣) 
23’23  師：  剛好把這兩個三除完，三乘三是得到一個資料對不對， 
得到什麼資料阿？得到五乘二的資料【在矩陣右下角寫52 × 】 
因為五列和二行得到一個資料，所以可以得到五乘二的矩陣 
 
說明矩陣乘法後的矩陣大
小 
23’42   師：  好，我把它寫完【在矩陣之間寫上乘號和等號】 。 
平常我們是記作，這個矩陣乘以這個矩陣得到這個矩陣〞這個叫
矩陣的乘法。 
矩陣乘法的符號外顯形式
口頭說明矩陣乘法形式 
23’56  師：  好，我們有的時候把它叫做 A 矩陣【在矩陣 a 上寫 A】 ， 
這個叫 B 矩陣【在矩陣 b 上寫B 】 ， 
乘號可以~~省略，等於這個矩陣， 
兩個相乘叫做 C 矩陣【 A B =C 】 。(見圖 4‐3‐1‐3) 
一般化定義出現 
 
(數值的矩陣→抽象的矩
陣) 
24’06  師：  得到這樣的結果，通常我們這邊是五乘三的矩陣【 A的右下角寫
53 × 】 
這邊是三成二的矩陣【B 的右下角寫32 × 】 
會得到這邊五乘二的矩陣【C 的右下角寫52 × 】 
有沒有問題？可以看懂了喔。…… 
將矩陣攜帶的資訊結合在
抽象符號裡，但是這邊還
與一般化形式有些微差別
 
25’33   所以要做一個乘法，兩個矩陣放在這邊不是你隨便都可以乘的 
有的根本不能乘。什麼時候才可以乘？ 
定義說完後再做總結說明
   這個要一樣，它的行數跟它的列數要一樣【比兩個矩陣右下方的
中的 3】 ，我才可以這樣乘 
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圖 4-3-1-3：板書 
    在上一段教學過程中，老師做了兩階段表徵轉換，第一階段是老師將
表格表徵轉換到矩陣的表徵方式，第二階段是老師將數值的矩陣表徵轉換
到一般抽象式矩陣乘法的表徵方式。 
    在第一階段中，老師直接透過資料表與矩陣的差別將資料表多的東西
擦掉在加上一個矩陣的符號，就形成外觀上的轉換，但是老師還是不斷的
強調矩陣中有幾列與有幾行是幾階的矩陣，以及要符合對應項相乘的條
件，才能得到新的矩陣。我們可以看老師不會因為轉換成矩陣的形式後，
就自然的認為學生學會了這樣的運算，老師還是強調矩陣相乘的關係，並
將矩陣乘法的形式正式寫出。 
    接著，第二階段老師把這三個矩陣用三個抽象的符號 A、B、C 來代替
矩陣，以及將每個矩陣的階數寫上，形成 53 32 52 AB C × ×× = 一般的表示式。這
裡的表示式中，所使用的階數還是搭配原來的例題是數值的，還沒推廣到
mn × 階的矩陣乘以nk × 階的矩陣這種形式。 
    最後，老師再一次提到矩陣乘法能夠相乘時，第一個矩陣的行數要跟
第二個矩陣的列數相同。 
 
小結：在矩陣乘法概念的建立中，我們看到唐老師使用了許多不同的數學
意義的來源，並且交錯的使用多種來源，目的是最後要建立學生會使用這
樣的運算。 
 
矩陣 a  矩陣 c 第肆章  研究內容 
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(二)    sigma 教學中數學意義的來源 
    在這一小節中將介紹宋老師教 sigma 符號這個內容時，老師主要透過
符號記法的操弄讓學生學習這個符號表徵。 
    在這個教學內容中概念內容包含兩個部分：將 sigma 符號表示成連加
式與如何將連加式表示成 sigma 符號。這兩部分都充分展現了教師提供學
生有意義學習的意義來源。 
    我們知道符號本身攜帶著許多訊息，並將這些訊息壓縮在表徵當中。
這裡的 sigma 符號攜帶的訊息是一種加法關係，裡面蘊含著要加多少東西
與加什麼東西這兩種成分。宋老師在說明 sigma 符號的意義時，是先說明
這個符號表示的意義，有那些資訊是要放進去的，才進一步將這些訊息塞
入符號裡。 
    研究者發現宋老師在處理第一部分符號記法時，先丟出∑ 的符號，
吸引學生注意，在將符號攜帶的訊息慢慢融入符號記法中，透過舉例逐漸
產生記法上的轉變。老師所舉的例子也是從最基本的開始(由一加到八)，
並且將擺放的位置藉由所舉的例子一步一步的說明。在解說 sigma 符號中
擺放連加的東西為何時，老師透過問答來確認學生是否理解所要表達的內
容。 
    最後表徵形式建立完成後，老師針對不同的結束項目與起始項目作變
更，確認學生對這個符號的理解程度，以及能否舉一反三。讓我們來看老
師如何處理表徵系統內部物件的操弄。 
    宋老師在這個教學中使用了兩個數學意義的來源：表徵系統內部物件
的操弄以及概念具體化的過程。以下將分別分析： 
(1)表徵系統內部物件的操弄 
表 4‐3‐6：上課實錄 
時間  上課實錄  分析 第肆章  研究內容 
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08’17  師：  我們就寫這個 sigma 呢是連加，要告訴人家說你到底從什麼開始
加？所以，然後你要加多少東西？記得喔，它要寫兩件事情喔，
第一個你到底要加「多~少~」東西？第二個你要加「什~麼~」東
西？總要告訴人家這些吧！你只告訴人家說我要加五個，阿五個
什麼東西？你不能說我要加什麼然後不告訴人家你總共要加幾
個？所以你要指出兩件事情，第一個你要加什麼東西？然後你要
從誰加到誰？所以這個符號基本用這個功用，它要連起來加的功
用。…… 
說明符號攜帶的訊息之
一。 
再次強調符號攜帶的訊
息，並點出另一個資訊。
說明符號中的訊息缺一不
可。 
呼應一開始說的符號的功
用。 
09’16  師：  那我們剛剛講過他要指出兩件事情，指出兩件事情，第一個它要
從哪裡加到哪裡？那就寫在這個地方【比∑ 下面】 ，你會看到
它下面寫個東西，我們常用的是 k 【在∑ 下面寫k 】 ，k 這個東
西叫做它的「項~序~」 ，我們把它翻譯成項序【寫版書項序】 ，就
每一項每一項的次序啦。 
開始將訊息與 sigma 符號
結合。 
相關資訊在符號中出現的
位置。 
 
說明新增參數的名詞與意
義。 
09’41   好，我要從譬如說我 k 呢，看清楚喔我要從第，最簡單的從第一
項，從第一個 【在k 之後寫 1 = 】 ，k 我從 1 加到 8 好了【在
1 k= ∑
上面寫 8】 ，那加到哪裡我們就寫在這裡喔 
舉例說明開始項目。 
 
說明結束項目以及符號中
擺放的位置。 
09’58  
 
 
 
 
 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
 
生： 
生： 
師： 
那要加什麼東西？譬如說我就加k 好了， 【在
8
1 k= ∑ 之後寫k 】 
那到底是什麼？k 從 1 加到 8，從第一個加到第八個。這個你放心
絕對不會有分數【比
8
1 k= ∑ 】 ，它一定是一二三四五六七八，它代
表的一定是自然數， 
那你要加k ，那k 到底是什麼東西啊？ 
1 阿 
k 是 1 的時候它就是 1 嘛， 
對阿 
那k 是 2 的時候勒？ 
2 阿 
k 是 3，它就？ 
3 
所以就是什麼？這是連加，所以勒，這個符號就是告訴我們等於
什麼？【板書開始慢慢寫】 ，1 加~？ 
2 加 
加到 8 
1 加 2 加 
開始將另一個訊息與
sigma 符號結合，透過舉
例方式進行。 
說明項序的限制。 
 
確認學生是否瞭解這個符
號k 代表的意義。 
 
 
 
 
 
 
切換表徵方式，進行表徵
內部轉換。 
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生： 
師： 
生： 
師： 
加 3 
加 3，一直加？ 
加到 8 
【板書慢慢寫，
8
1 k
k
= ∑   123 8 =+++ + " 】 ，所以這個符號就是
代表 1 加到 8 就對了。 
 
 
 
 
建立了完整表徵形式。 
 
10’55  師： 
生： 
師： 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
那如果我這裡改成十八勒？【將 8 的地方改成 18】 
1 加到 18 
就是加到 18 就好了嘛 
那這邊可不可以改？【比 1 k = 的地方】 
可以 
可以，如果我這邊改成 11 勒？【將 1 k = 的地方改成 11】 
就從 11 開始加 
從 11 加到誰？ 
18 
k 是 11 的時候就 11 嘛，k 是 12 就 12 嘛 
(聽不見學生問的問題) 
對阿，這就你要加什麼東西 
開始改變結束的項目，確
認學生理解。 
 
提問是否能改變開始的項
目。 
舉例說明起使項目的改
變。 
 
 
 
 
 
11’18  師： 
 
 
 
 
生： 
所以如果我改成十一到十八的時候，這裡就要改了，從 11 加 12
加 13，加到 18。 【邊唸邊寫
18
11 k
k
= ∑   11 12 13 18 = ++++ " 】 。所以
同學，這個只是一個連加的簡寫啦，但是你要知道，你要加多少
東西？加什麼東西？寫兩個地方。這樣有沒有問題？ 
沒有 
將改變後的資訊也寫在黑
板上，作表徵內部的轉
換。 
最後再將符號所攜帶的資
訊再一次告訴學生。 
 
    在這個教學片段中，我們看到老師操弄數學符號時，不是先給
123 8 +++ + " 這樣的式子，而是直接丟出∑ 的符號。一般我們看到的教
學老師可能不會先丟出∑ 符號，而是透過簡單的例子告訴學生。在這裡
宋老師這麼做可能要先吸引學生注意，丟出有點難度的符號，而不是小學
生就會的加法運算。 
    在 8 分 17 秒的這段教學中老師清楚地點出符號的功用，將這個符號
攜帶的所有訊息告訴學生有哪些，並說明這些訊息是缺一不可的。然後才
開始將訊息與符號做結合，在這段教學過程中，老師逐步放入相關資訊，第肆章  研究內容 
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當出現新的名詞時再加以解釋說明，這段的教學主要都是由老師講解。 
    但是，從符號形成連加式時，老師就不再自己講解，而是用提問的方
式請學生回答。這是這個教學中特別的地方，在一開始的符號介紹由於是
新的概念，於是老師自行講解，進入到切換表徵內部概念時老師讓學生自
己說的方式形成表徵的轉換。老師讓學生自己說出是恰當的，因為這些內
容是學生能夠負荷的，所以老師在這裡做輔助的工作。 
    最後表徵形式完成時，老師再一次的將符號攜帶的資訊告訴學生，做
一個總結。接下來我們來看老師處理反向的概念：將連加式用 sigma 符號
表示。 
(2)  概念具體化的過程 
表 4‐3‐7：上課實錄 
時間  上課實錄  分析 
14’05  師：  那現在我們再來看一下，現在反過來，給你一個連加你會不會用
sigma 表示？譬如說，來，我們先看第一個是等差的好了【例：等
差：7 10 13 304 ++++ " 】 
開始進行反向概念的教
學，從等差級數開始 
 
14’49  師：  這告訴你是一個等差級數，你怎麼樣用 sigma 表示？ 
現在要讓各位寫成 sigma， 【在連加式後寫  =∑ 】 ， 
(停六、七秒)會不會，怎麼做？(停六、七秒) 
重覆問題 
 
 
等學生回答 
15’13  師： 
 
 
 
生 1：
生 2：
師： 
 
 
 
生： 
師： 
 
好，同學，你來看這邊？你從這邊回來看嘛，我們先來看這個【之
前的例子
10
1
33 6 3 0
k
k
=
=++ + ∑ " 中把3k 圈起來】 ，你不覺得這
3k 就代表它的什麼嗎？ 
等差， 
公差 
3 才是公差吧，我講3n啦，3n是它的什麼？(停七、八秒) 
好，來來來，各訴我一下這個， 【在369 3 0 + ++ + " 底下劃線】
的一般項？你不管這個(
10
1
3
k
k
= ∑ )，一般項是什麼？(停) 
3n 
3n然後~~就沒了嘛，對不對？所以一般項是不是就3n，它的一
般項就3n嘛【 3 n an = 】 ，所以你不覺得，我寫在這裡的東西【在
學生沒反應所以老師用之
前的例子講述 
 
 
 
學生回答的跟老師預期的
不同 
將問題具體化 
 
 
 
 
老師將等差級數的一般項第肆章  研究內容 
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生： 
師： 
生： 
師： 
 
 
 
 
10
1
3
k
k
= ∑ 中的3k 不斷畫圈】 ，其實就是它的一般項，只是把n 改成
什麼而已？ 
k  
那我問你為什麼要把n 改成k ？ 
算 
為什麼要把n 改成k 阿？我告訴你，你不改也可以，只要你這裡
繼續寫n 就可以了，那因為我現在是寫k ，所以我就要改成k ，
如果寫n 它還是n 。 
但是我要跟各位建議你最好是寫成k ，因為我們以後會有一些共
識，n 是擺在這裡的，像這個一樣【比另一個例子
2
1
n
k
k
= ∑ 】 
與 sigma 符號中的項目做
連結 
 
 
 
比較兩者的區別 
 
 
 
 
透過例子說明數學中的共
識 
16’46  師： 
 
 
 
 
 
那我們要寫這個東西，這個地方其實就它的一般項嘛(
10
1
3
k
k
= ∑ )，這
題也是嘛(
2
1
n
k
k
= ∑ )，那你看這是不是它的一般項(
18
11 k
k
= ∑ )，這也是 k
等於多少多少嘛，只是k 從不同地方開始而已，所以你要做這個
東西呢，請你先找出它的「一~般~項~」 
透過比較每一題的一般
項，做出總結 
 
 
(程序→概念的具體化) 
概念形成新的動作 
    表 4‐3‐7 這段的教學中，老師要學生將連加式用 sigma 符號表示，老
師等了幾秒鐘發現學生都沒有回答，於是老師就透過之前的例子說明，要
學生先找出一般項。老師透過提問問學生3k 是什麼？學生的反應不如老師
預期，因為老師這個問題對學生來說不明確，於是老師將問題更具體化的
提出，讓學生與先備知識連結，再透過一般式慣用的n與 sigma 符號中的
k ，進行比較。 
    接著將之前的兩個例子找出一般項，並與 sigma 符號中作對應，透過
比對的這個程序，將轉換連加式與 sigma 符號之間要先找出一般項的概念
帶給學生。 
    透過這樣的過程將解題所需要的概念具體呈現出來，是老師在這段教
學中呈現的。接下來老師繼續把這題的解題過程教導學生，我們先來看表
4‐3‐8 的上課實錄。 
表 4‐3‐8：上課實錄 第肆章  研究內容 
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時間  上課實錄  分析 
17’08  師： 
生： 
師： 
 
 
 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
來，心算【 n a = 】 ，多少？ 
34 n+  
【 n a = 34 n+ 】好，我怎麼寫 sigma？ 
這地方就寫3k 加 4【在∑ 符號後寫(3 4) k + ]， 
然後k 從什麼之後開始？【在∑ 下寫k =】 
1 
從誰開始？ 
1 
這邊是 1 嗎？為什麼？ 
(學生試圖回答，聽不見) 
k 用 1 代就 7 了對不對？問題是我要加到誰？ 
100(一個學生回答) 
學生之前學習過所以很快
答出 
 
帶領學生將資訊寫入符號
中 
 
另一個資訊放的位置 
 
 
 
 
 
 
 
17’56  師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
那個 100 怎麼算出來的？ 
34 k + 等於 
34 k + 要等於多少？ 
304 阿 
34 k + 要等於 304 對不對？34 k + 等於 304【3 4 304
100
k
k
+ =
=
】 ，所
以k 就多少啦？一百 
確認全班學生是否理解 
學生回答 
 
 
 
 
18’15  師： 
 
生： 
師： 
ㄟ ， 所以用這個寫也很方便嘛 ， 它是不是就告訴你左邊有幾項 ， (停)
左邊總共幾項？ 
一百項 
一百項，1 到 100 就一百項嘛，這加了一百項，這樣看不出加了
幾項嘛【指左邊了連加式】 
說明用 sigma 紀律的好處
 
 
 
    在這段教學中，老師運用學生之前的等差數列的知識，與 sigma 符號
要攜帶的資訊做連結，找出相關的資訊：一般項、首項及項數。老師不是
用講解的方式告訴學生，而是讓學生自己運用之前的經驗解題，老師扮演
的角色是在關鍵的時後提出問題，讓學生能成功解題。 
 
小結：在 sigma 符號的教學中，老師大量的使用表徵系統內部物件的處理
與連結，再將學生之前的先備經驗在解題時使用，形成新的概念。 第肆章  研究內容 
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(三)  空間概念教學中數學意義的來源 
    在這一小節中介紹李老師教空間概念中的維度，所使用的數學意義來
源：老師主要透過動作將概念具體化。 
¾  概念具體化的過程 
表 4‐3‐9：上課實錄 
時間  上課實錄  分析 
05’21  師：  你想一想喔，平面和空間有什麼不同？(停) 
你覺得平面和空間有什麼不同？(停) 
提問 
說明教學內容 
   還沒有睡醒ㄋㄟ，那我們講一下，ㄟ~~~   
05’42  師： 
 
 
如果平常問你平面和空間最大不同你覺得是什麼？(停) 
蛤??  【手放耳朵旁，聽學生說的姿勢】妳說什麼？為什麼？ 
(學生回答聽不清楚) 
再次重複問題 
 
 
  師：  會有立體嘛，對不對。會有立體的圖形了，對不對。 
那立體的圖形，立體跟平面上的圖形，是不是就是多一個維度？
多一個，好，這個我用例子來說 
 
點出平面與立體的差異 
 
06’02  師：  比如說，我們現在的腳啊~是不是都放在我們的教室地上啊，對不
對，阿~~沒有的沒關係，沒有的就不要動了厚， 
(有同學哈哈笑) 
沒有的就沒有關係。就是阿~平常我們正常的情況下阿，腳是不是
要落在我們班的地板這個平面上面，對不對 
如果說我們這個地面算是一個平面的話 
比喻的對象 
 
引起學生注意 
一般情形下，腳的位置 
 
因為地面不是真正的平
面，老師設它為平面所以
跟學生說明 
06’20  師：  那呢，如果我是圓點，那你們現在每個人的腳是不是都會有一個
坐標，就是用 x、y 就可以表達了，對不對 
決定原點，結合坐標平面
 
   可是呢？妳的腳呢並不是常常在下面的阿 
你有時候會把它放在前面的那根桿子上阿，對不對 
然後有時候可能會翹腳阿，對不對 
然後有時候可能會在更高的位子阿 
哼哼，自己想像啦 
 
動作 
動作 
動作 
 
06’41  師：  那妳這個腳就不一定在這個地面上，對不對 
它可能會升高，會降子移動 
那降子的話，我光是 X 跟 Y 兩個坐標是不是就不足以形容，那你
就會想怎麼樣~~   (停) 
 
 
原先的模型無法解釋新問
題 
06’55  師：  對阿，再加一個高度的嘛，對不對  增加一個維度 第肆章  研究內容 
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【左手拿筆當 Z 軸，右手當腳配合講解移動】 
如果我本來應該要放在這裡， 
可是我現在翹腳了，所以它上升了五公分 
所以我是不是就讓一個，另外一個軸的座標投入，當作它的高度
對不對，除了 X 跟 Y 還有一個高度 
搭配實物表徵說明 
 
 
結合坐標說明 
 
07’12  師：  那如果今天呢，我們的教室~這個~這個缺了一個洞，對不對 
然後呢，我的腳不小心踩下去~~~，可以嗎？ 
可以阿，然後如果今天掉下去了，掉下去，妳的腳這樣踩下去，
那妳的~妳的這個坐標是不是就低於我們的水平面 
另一個情境 
動作 
 
負向坐標的出現 
07’30  師：  那就往下，那個軸的座標我們就叫它是什麼？ 
是負的，那麼這樣是不是就可以 
那就說ㄋ，我們空間就需要再一個維度，這個在數學上是叫維度
【在黑板寫維度兩字】  這是空間和平面最大的不同 
 
概念具體化形成 
正式的名詞定義出現 
 
    在這個教學片段中，李老師透過提問問學生「平面與空間有什麼不
同」 ，老師不只問一次，學生一開始沒反應，所以又重複的問了一次。當
學生說出會有立體的答案時，跟老師心目中想介紹的不同，也有可能是學
生表達不出老師想要答案，於是老師就自己將答案先說出來，並開始舉例
子說明。 
    老師用學生熟悉的物件來比喻，也就是每個人腳擺放的位置來說明，
這樣的比喻吸引了學生注意，接著將平面坐標的概念套進現在這個模式
中，並以老師本身所站的位置當原點，並透過一連串的動作說明不同的情
形，解釋平面座標的不足，點出需要多一個高度，這時後「維度」這個詞
也還沒有出現。老師用手掌及筆以動態的方式示範給學生看。老師又透過
另一個情境將負向坐標的需求性引出，才形成了一個完整的概念，最後才
將數學中的說法告訴學生。 
     
小結：老師透過一連串的動作搭配實物操作，情境設計及解說，讓概念用
動態的方式呈現出來，是這個教學中運用的數學意義來源。 
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第四節  教師提供有意義學習的類型 
    在這一節中，將報導從教學課堂中觀察得到「教師所提供的有意義學
習的類型為何？」 。 
    研究者觀察教師教學中，教師提供的意義類型有以下幾項：符號、定
義、語彙、圖形的認識、圖形的描繪、運算、程序、連結、表徵的建立、
轉換、結構、資料的解讀…等十二種。接下來的各小節將一一說明每一種
意義類型。 
(一)    符號 
    Usiskin(1996)說到「數學是一種符號語言…，數學的符號像是其他語
言中的字母或記號，它形成數學書寫的語言」 ， 「數學符號是我們書寫數學
以及溝通數學意義的工具」 。 
    Rubenstein & Thompson(2001)的文章中提到數學符號的使用有六種，
分別說明及舉例如下： 
1.  命名概念：例如： 5 − 、 () f x 、 A ∠ 、∅、∞。 
2.  描述關係：例如：≠ 、23 x xx + = 、 ~ ABC DEF Δ Δ 、⊂。 
3.  指出一元的運算或函數：例如： 1 − 、 x 、 ! n 、 [ ] det A 。 
4.  指出二元以上的運算或函數：例如： f g D 、
n
r C 。 
5.  縮寫文字或定理：例如：%、SAS 相似性質、⇒。 
6.  指出運算順序：例如：( )、{ }、
3 2
x+ 、
35
44
+
+
。 
不僅是研究者觀察的課堂中，數學的每個概念都會使用到符號，我們來看
老師如向學生介紹這些符號，以及使用符號。 
現象 1‐1：將複雜的概念用符號紀錄，逐步將符號介紹給學生。 
   下面的例子是宋老師向學生介紹數列的極限的記法，數列的符號，是第肆章  研究內容 
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之前課堂就已經建立過的，在這裡新的概念就是將數列的極限表示出來。
下表 4‐4‐1 中是宋老師向學生表達數列
1
2
n
⎛⎞ < > ⎜⎟
⎝⎠
的極限是 0，這個符號的出
現方式。 
表 4‐4‐1：上課實錄 
宋老師  2‐2 無窮等比級數  第一節(17’00–18’25) 
師： 
 
 
 
 
 
 
 
生： 
師： 
 
生 1： 
生 2： 
生 3： 
師： 
 
我們現在要把這個數列的極限記下來，怎麼記阿？我們要寫，要記下來，記
說這個數列的極限是它(0)，那極限是 limit 對不對，所以呢，一開始就寫 L I M 
【寫板書lim 】 ，簡寫 lim 就好，極限，它是誰的極限？是二分之一的 N 次
方嘛，所以你要把這表達出來，它是二分之一的 N 次方的極限【在 lim 之後
寫
1
2
n
⎛⎞
⎜⎟
⎝⎠
】 。好，那我問你，同學，極限是當 n 越來越怎樣的時候才會愈靠
近它？ 
越來越大 
n 越來越大的時候嘛，對吧，所以這裡要有一個，下面要寫， 
當這個 n 非常~~靠近~~【老師板書配合口說慢慢在 lim 下寫n →∞】 
無限， 
老師你在幹麻阿？ 
8 直接倒過來。 
這什麼字啊？這個稱為「無限大」 ，當 n 趨近無限大的時候，二分之一的 n
次方的極限~~會~等於~~零，我們就記成這個樣子(
1
lim 0
2
n
n→∞
⎛⎞ = ⎜⎟
⎝⎠
)。 
  所以這些符號都要記得喔，哪個地方要寫什麼，哪個地方要寫什麼，要把它
寫好，這個符號 8 在睡覺就是無限大。 
    
1
lim 0
2
n
n→∞
⎛⎞ = ⎜⎟
⎝⎠
這個符號包含了文字的縮寫，極限的英文是 limit 數學中用
lim 簡寫。它也描述了關係，它是收斂數列的極限。這裡面還用到無限大
「∞」這個符號，它是有越來越大的概念在裡面，屬於命名概念的符號。 
    這個例子中，老師教導學生如何用符號表達這個概念，符號出現前已
經討論許多數列收歛及發散的例子，宋老師介紹這個符號是逐步引導學生第肆章  研究內容 
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哪些地方要放些什麼資訊，而不是一下子就把這個符號
1
lim 0
2
n
n→∞
⎛⎞ = ⎜⎟
⎝⎠
丟給學
生要學生死記。 
現象 1‐2：先介紹符號，在解釋符號的用途，然後舉實際例子說明。 
    接下來我們看另一個例子，見表 4‐4‐2，看李老師介紹表達關係的符
號： 「包含(⊂)」和「屬於(∈)」這兩個，以及兩者之間使用上的差別。 
表 4‐4‐2：上課實錄 
李老師 2‐2 無窮等比級數  第一節(17’00–18’25) 
 
師： 
 
 
 
生： 
師： 
這個符號認識嗎？這個叫包含【寫板書 】 ，那這個包含的時候是用在
集合跟集合【 】 ，我們好像有一個符號叫屬於，記不記得 
記得 
屬於呢？屬於是用在元素【寫板書】 ， 
元素~~~屬於集合，高一有沒有講，那我重講。 
  比如說，ㄟ~那個~~正整數是一個集合，正整數所成的集合它會包含在有理
數的集合，有理數的集合裡面，然後或者是有理數包含在實數的裡面 
或實數包含在虛數的裡面，C嘛~複數的裡面。那這就是包含，它是對~平等
的集合對集合 
  可是呢，比如說 1、2、3、4 這些呢， 「1」這個元素就屬於正整數這個集合
裡面，這樣聽懂嗎？比如說「23 i + 」就屬於C這個複數的集合裡面， 
那這個是元素的，這兩種有這樣的不同， 
  那我再看這個符號就是說，我的直線上面呢，每個點呢，都會落在這個平面
上，直線包含在平面 E 裡面(停) 
  如果包含直線上兩個點的話，那這整條線都會在上面喔 
    李老師在介紹「⊂」這個符號時，這個符號本身是屬於表達關係的一
種，它描述的是兩類集合的大小關係。李老師先介紹出符號，在解釋這個
符號是表達一種關係的，然後舉實際例子來說明。 
    李老師也使用類比的方式將「⊂」和「∈」做比較，這兩個相似的符
號都是在表達關係，但是使用範疇不同，老師也是先介紹符號，在解釋這
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個符號是表達一種關係的，最後舉實際例子來說明。 
現象 1‐3：解釋定義後，介紹符號並教學生符號如何記憶。 
    第三個例子是唐老師介紹條件機率的符號，並且教學生如何記憶。請
見下表 4‐4‐3： 
表 4‐4‐3：上課實錄 
唐老師  條件機率  第一節(37’28–39’18) 
師：  所以條件機率，我的符號是這樣寫，A 條件下 B 發生的條件機率【比著黑板
寫過的符號解釋給學生
()
(|)
()
PA B
PB A
PA
∩
= 】 ，所謂 A 條件下 B 發生的機
率，是不是既在 A 條件要發生 B 也要發生，A 且 B，所嚴格來講是 A 且 B 的
機率是叫「A 條件下 B 發生的條件機率」 ，符號用這個 
  這個符號怎麼記，就像我們機率，下面是分母，這個分母是什麼？(停)，這
分母是 A，我們分數是不是寫三分之二【先寫
2
3
再寫23 】 ，我有的時候給
答案是不是給三分之二，再拉直一點是不是就變三分之二了【寫2|3】 ，懂
了吧 
    條件機率的符號 (|) PB A是「在 A 條件下 B 發生的條件機率」 ，學生容
易將”哪一個是條件”混淆，所以老師提供了一個記憶的方法，以類比的方
式，透過分數型式來幫助學生記憶。 
現象 1‐4：將數學概念用符號紀錄。 
    第四個現象是老師教函數概念以後，教導學生這個概念在數學中如何
記錄成符號。見下表 4‐4‐4： 
表 4‐4‐4：上課實錄 
宋老師  3‐4 多項式函數  第一節(05’21–06’10) 
師： 
 
 
生： 
師： 
這句話 y 是 x 的函數，你知道數學老師都很懶惰……這每次要寫這麼多字很
辛苦ㄟ，怎麼用符號表示，y 還是 y 嘛，是呢？等於，函數的英文是什麼？
之前才提過就忘記囉， 
FUN 
FUN 很好……【寫 function】所以我們用 f of  x， 【板書寫 () y fx = 】 ，y 是
x 的函數，叫做 y 等於 f of  x 。 第肆章  研究內容 
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(二)    定義 
數學內容中有許多「定義」的東西，有的是數學名詞的定義，有的是
數學圖形的定義，這些定義都會牽扯到語言。 
研究者這裡指的「定義」主要是數學內容中的定義，有些是語彙在數
學中的定義，有些是名詞解釋，這裡的討論不涵蓋語言中句法或語意造成
的「語彙的意義」 ，這一類的「語彙的意義」會在下一小節中探討。 
現象 2‐1：對於單純的概念在題目中出現其名稱直接說明。 
「定義」在教學中的出現，有時候藉由題目中出現，老師直接解釋給
同學聽，並且叫同學自己在題目上也註明。見下表 4‐4‐5： 
表 4‐4‐5：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節  (20’08–20’10) 
師：  看例題一：長方體 ABCDEFGH 八個點，然後十二條稜線， 
這個稜線就是面跟面的交線【開始寫板書】 ，圈起來寫一下稜線就是面跟面
的交線  
現象 2‐2：透過數值實例讓學生理解概念後，才將定義告訴學生。 
說明名詞定義時，老師會加重說話語氣。 
    研究者發現有教師是先用許多數值實例讓學生理解概念後，才將定義
告訴學生。下表 4‐4‐6 是教學實例： 
表 4‐4‐6：上課實錄 
宋老師 2‐2 無窮等比級數  第一節(15’18–16’20) 
師： 
 
生： 
師： 
 
 
 
……有一些數列它會趨近某個固定的數，我們就把這種數列叫作收斂數
列。……那種沒辦法趨近於到固定的數的就叫什麼？ 
不收斂、豪放、狂妄數列 
發散數列【寫板書】 ，好，那同學我們剛才看的第一個有收斂的是誰？ 
二分之一的 N 次方，對不對【寫板書
1
2
n
⎛⎞ < > ⎜⎟
⎝⎠
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生： 
師： 
 
剛才說這個數列趨近於誰？ 
零 
零，那它所趨近的這個數呢？它所趨近的這個數 
稱為這個數列的~~「極限」 ，對，就稱為這個數列的極限【寫板書極限】 
在這個教學中宋老師是將數列會趨近一個數，做了許多探討之後，才
將「收斂數列」 、 「發散數列」 、 「極限」的名詞定義，正式告訴學生。 
    類似的教學也出現在趙老師空間中直線的對稱比例式，我們來看一段
教學實錄。請見下表 4‐4‐7： 
表 4‐4‐7：上課實錄 
趙老師  2‐4 空間中直線方程式  第一節(15’18–16’20) 
師：  我現在講第二種直線表示法，這第一種叫參數式對不對，第二種，來，我們
來寫寫看，我們第一個式子，注意看喔，從第一個式子t 等於什麼？第一個
等式，t 等於什麼？(停)，x 加 1 對不對，除以 2【板書
1
2
x
t
+
⇒= 】 ，會不
會太快。t 怎麼算？x 加 1 除以 2，  
師：  第二個等式也有 t 喔，第二個等式的 t 式等於什麼？(停)，y 減 2 再怎麼樣？
除以 3， 【在之前等式後接著寫
2
3
y−
= 】(停)，第三個等式也有t 阿，它的t
是等於什麼？(停) ，z 減3再除以多少？ 5 − ， 【在之前等式後接著寫
3
5
z−
=
−
】
(停) 
師：  所以呢，第二種空間中直線表示法就是這樣寫，… 
【將
1
2
x+ 2
3
y−
=
3
5
z −
=
−
框起來】 ，直接寫這樣，代表這條直線的，這個
全名叫做「對~稱~比~例~式~」 【邊講邊寫】  
    趙老師的這個教學，將空間中直線參數式轉換成一種新的形式「對稱
比例式」 ，才告訴學生這叫做對稱比例式，而且會放慢說話速度及加重語
氣說明名詞定義。 
現象 2‐3：觀察圖形後下定義。 
    老師在要學生觀察圖形後，發現是之前都沒遇過的狀況，就給它一個
定義。我們來看一個例子，看看李老師介紹「歪斜」 ，見下表 4‐4‐8： 第肆章  研究內容 
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表 4‐4‐8：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節(17’13–17’52) 
師： 
 
 
 
 
好，那第二個，那空間中呢？ 
除了平行跟相交於一點會不會有別種？(停)  
……拉起來，這樣有沒有平行？有沒有相交？ 
【老師拿筆比給學生看】 
沒有ㄟ，這種我們叫歪斜 
  在空間中暨不平行也不相交，就叫做「歪斜」 
 
(三)    語彙 
數學教學中，除了符號的使用是個重點，數學語言也占了非常重要的
角色。學生對數學語言的理解會影響到，學生與學生或學生與老師彼此之
間是否能溝通，以及教師後續的教學能否繼續進行。前一節已經介紹過 「定
義」的出現會涉及語言，這邊我們要來探討教師建立「語彙的意義」 ，語
彙又包含語詞的意義以及語句的意義。 
語言中的句法與詞彙的學習，是數學教育者關注的一個話題，有一些
語法的結構是數學中特有的，日常生活中不會出現，老師如何讓學生理解
這些語言及語彙，是會影響日後學生的學習與理解的。 
現象 3‐1：教師刻意將語調放慢，並逐字說出語彙，停頓一下再作說明。 
    教師教學中，當語彙對學生可能是陌生時，通常會將說話速度放慢，
並一個字一個字清楚的說出，讓學生知道老師在講什麼。下面的例子是老
師要說明語彙的意思，見表 4‐4‐9： 
表 4‐4‐9：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  第一節  (11’43–12’10) 
師：  它(講義)說： 請妳找一找在兩兩距離間皆相等的點 ， 在平面上最多會有幾個？
在空間中最多會有幾個？ 
那我們先來了解一下什麼叫做「兩~兩~距~離~皆~相~等~」(停兩秒) 
  就是今天不管它給我幾個點，然後它任意兩個點的距離都會一樣喔！這樣叫
做兩兩距離皆相等~，懂不懂 
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師：  比如說，我給你好多好多好多，給這麼多點 
那兩兩距離皆相等的意思就說，我到這一點，到這一點的距離相等 
【在黑板中畫許多點，並連接兩點將距離相等的畫出 】 
然後到這裡，ㄟ~我又不等了嘛，這樣就不滿足。  
這個例子中李老師在介紹「兩兩距離間皆相等」這句話時，每個字學
生一定都看得懂，但是隱藏在這句話背後的意思才是老師真正想要學生了
解的，老師在說明這句話時，刻意將語調速度放慢，一個字一個字的說，
讓學生知道現在說明的是哪個語詞。說完以後不是就結束囉，而是舉例子
告訴學生這句話代表的意思並配合圖形說明。 
現象 3‐2：針對語詞做簡單的解釋。 
有一些語詞對學生是陌生的，老師透過簡短的一句話讓學生了解。第
一個例子是宋老師解釋「應變數」的意思，然後學生也想知道「自變數」
的意思就提出問老師，見表 4‐4‐10。 
表 4‐4‐10：上課實錄 
宋老師  3‐4 多項式函數  第一節  (07’50–08’07) 
師： 
 
生： 
x 稱為自變數， y 稱為， 
因為它對應以後得到的所以稱為應變數， 
那自變數呢 
師：  自都有主動的意思，所以x 稱為自變數， y 稱為應變數 
第二個例子是介紹直線參數式的概念後，引出「參數」這個語詞，老
師就針對這個詞自行做解釋，也是簡單一句話就解釋完，見表 4‐4‐11： 
表 4‐4‐11：上課實錄 
李老師  1‐5 直線參數式  (36’01–36’07) 
師： 
 
這個我們就叫做「參數」 ，把 t 叫作參數，參考的數，這是我自己亂講的
啦， 「參~數~」 
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    這兩個例子中，老師都是針對學生陌生的名詞提出，並且加入自己的
解釋。 
現象 3‐3：透過討論請學生解釋語詞的意思。 
    前面兩個現象都是老師跟學生解釋語彙的意義，但是教學中也有老師
請學生解釋語彙的意思，以下表 4‐4‐12 就是一個老師請學生解釋的例子： 
表 4‐4‐12：上課實錄 
宋老師  二次函數  (18’55–19’20) 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
什麼叫開口向上？ 
它的口向上【手指向上比】 
就是它的口向上， 「口」會向上是什麼意思？ 
就是~正的 
正的？ 
都是正的阿，它無限往上跑 
無限往上跑？ 
對 
師： 
生： 
師： 
生： 
永遠都是正的？ 
對 
很好，你會發現這個圖形永遠都是正的，真的嗎？ 
對阿，很簡單阿 
    在這個教學中，老師問學生什麼是「開口向上」 ，學生就回答「口向
上」 ，老師希望學生知道這在圖形概念中的意思，就繼續追問。這裡的語
彙意義，主要是希望學生理解概念，老師透過與學生的問答引導學生對這
個名詞的解釋所採用的一個方法。 
現象 3‐4：數學語言的換句話說。 
    在一般語言中，有一些語句是可以換句話說的，在數學中研究者也觀
察到有教師，試圖做這方面的事情，但是其目的是為了讓學生能理解，句
子中所隱藏的數學概念 ， 並且用另外一句話來表示相同的概念 。 下表 4‐4‐13
是這樣的例子： 第肆章  研究內容 
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表 4‐4‐13：上課實錄 
趙老師  2‐1 空間概念  第一節  (06’33–11’00) 
師：  來，公設四是一般大家覺得的~敘述最不容易懂的，麻煩各位做個記號好不
好。若兩相異平面上有共同點，那麼此平面的所有共同點，恰為一直線。…… 
師：  ……所以這是公設四，公設四再講什麼知道嗎？兩個面排除重合不講，排除
重合，如果重合就不要講了，兩個面不交則以，一交~~~就一定會交出~~~
一條線，公設四就再講這件事。 
   在趙老師的教學中，老師認為「若兩相異平面上有共同點，那麼此平
面的所有共同點，恰為一直線」這句話的意思學生不太能理解，於是做了
許多解釋，並且將兩平面的相交情形與學生做了一番討論，研究者在表
4‐4‐13 中省略其討論過程。最後老師用「兩個面排除重合不講，兩個面不
交則以，一交就一定會交出一條線」這樣的一句話來解釋公設四的意思。 
    我們仔細來觀察與比較一下這兩句話： 
句子 1： 「若兩相異平面上有共同點，那麼此平面的所有共同點，恰為一直線。」  
句子 2： 「兩個面排除重合不講，兩個面不交則以，一交就一定會交出一條線。」  
    句子 1 是「若…，那麼…」的形式，而且我們仔細來看句子 1 中的語
詞有：相異平面、有共同點、此平面、所有共同點、恰、一直線…等這些
概念。這些概念用數學形式語言表示出來時，學生對於這樣的句子會感到
害怕，它包含了概念及句法在其中。 
    相較之下，若先不考慮句子 2 的前一部分「兩個面排除重合不講」這
句話，它是敘述在這樣的狀況下，兩個面的相交情形。句子 2 主要重點就
剩「兩個面不交則以，一交就一定會交出一條線」 ，它呈現出的數學概念
學生比較容易理解，句子 2 的說法比較口語。 
    因此，趙老師的教學中解釋數學語彙時採用換句話說的方式，來簡化
原來句子的複雜度。 第肆章  研究內容 
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(四)    圖形的認識 
    圖形是我們從小到大就在接觸的，國小學生就已經開始學習三角形、
正方形，到了國中開始接觸座標平面，知道直線、平行線，高中時學習更
多圖形，如：拋物線、橢圓、雙曲線甚至是空間中的圖形。 
    Howson(2005)的文章中指出在幾何單元中有豐富的意義，教學中也可
以看到「圖形的認識」是一種教師提供給學生意義常見的類型。這裡的圖
形的認識把範圍縮小到高中課程中會接觸到的圖形，例如：拋物線、雙曲
線，球…等。國中學過的就不再特別地強調，例如圓形在國三教材中有出
現，在高二上學期圓與球面的單元中也出現，通常「圖形的認識」會提到
圖形有什麼特徵。 
現象 4‐1：觀察圖形的特徵。 
    老師在教學生認識圖形時，會要學生觀察圖形的特徵，我們來看一個
例子，看看宋老師向學生介紹二次函數的圖形有的特徵，見下表 4‐4‐14： 
表 4‐4‐14：上課實錄 
宋老師  二次函數  (17’46 ‐20’05 ) 
師： 
 
 
生： 
師： 
好，那我們把圖形(
2 y x = )畫出來之後，我們來看一下它有什麼特點？ 
……，  OOO，你看出什麼特點？(聽不到學生的回答) 
它是這樣子？【手在空中畫        】 ，什麼意思？妳要表達什麼？ 
開口向上(其他的學生說) 
OOO，妳要表達什麼？其他人不要講話，聽她說， 
師： 
生： 
師： 
生：
師： 
生： 
師： 
生： 
……你會發現這個圖形永遠都是正的，真的嗎？ 
對阿，很簡單阿 
我們只畫一部份而已ㄟ？ 
平方 
因為它平方所以~~ 
正的 
那它永遠都是正的。我有沒有辦法找到一個最低點？ 
有阿，零阿 
師： 
 
那我們這個叫做是~這個圖形的~~最~低~點~，所以這個圖形有一個特性，
它具有一個最低點，剛才直線有沒有這個特性？ 第肆章  研究內容 
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生： 
師： 
 
 
 
沒有 
它有一個最低點【寫板書】 ，在(0,0)的地方是它的最低點，那這個最低點又
叫做頂點，當然頂點不是只有最低點，最低點是頂點的一種，頂點有很多
種，你唸到二次曲線的時候，頂點有非常多種，這個也是這個拋物線的頂
點 
    這個例子是在宋老師要學生畫出
2 y x = 的圖形之後，要學生觀察這個
圖形有什麼特徵，學生觀察到圖形的形狀有開口向上的特徵，但是不知道
如何表達，老師引導學生讓學生了解圖形有一個最低點，也就是這個拋物
線的頂點。在這個教學中，宋老師同時在培養學生數學表達的能力。 
(五)    圖形的描繪 
    前一個「圖形的認識」我們就談到在幾何單元裡，圖形是教材中很重
要的一環，現行的國高中課程內容，二維的平面圖形，學生從國中就已經
開始學習，而三維空間的概念及圖形，在教育部九十五年正式實施「普通
高級中學暫行綱要」的數學課程綱要中，高一下的三角測量是最早會提及
空間圖形的單元，但是正式介紹空間概念也要等到高二上學期。 
    描繪圖形這個能力，對於學生在數學解題中，有很重要的幫助，學生
常常會透過圖形以及老師教學中的圖像記憶來幫助理解及解題，若要能正
確使用圖形，就必須靠學生自己描繪出來。 
現象 5‐1：逐步演示如何描繪圖形。 
    從教學過程中，研究者觀察到教師會在課堂中教導學生如何描繪圖
形，尤其是將立體圖形描繪在平面中，我們來看一個例子，李老師在教學
生畫兩平面相交的圖形，見下表 4‐4‐15： 
表 4‐4‐15：上課實錄 
李老師 2‐1 空間概念第一節  (36’06 ‐ 36’49) 
師：  學畫圖，我們後面上課會慢慢教 
就是兩條直線相交的圖，就是這樣畫  第肆章  研究內容 
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兩個平面嘛、兩個平面相交   
交於這條線 ，然後這邊就繼續的延伸(上半平面往下)， 
好，這樣子 這樣去表達， 
那有時候就是畫它的四分之一， 【比右邊之前畫的 】 
懂嗎？看得懂嗎？有時候也可以把它轉九十度，變成這樣 
這平面，對不對~~~~ 
這樣子交~~~ ，這樣也可以吧，看懂了嗎？可以這樣這樣畫喔 
    從這段教學中，我們可以看到李老師有在教學中特別的教學生畫圖這
件事，很多教師不一定會教。李老師考慮到空間中的圖形要在平面上的表
現，有些學生會產生困難，當然有一些學生可以直接透過觀察老師所畫的
圖形自己模仿，不需要透過教學也可以學會，但是藉由教學能夠讓學生更
快學習到一些畫圖的技巧。 
現象 5‐2：透過表徵轉換描繪圖形。 
    還有一種繪圖是透過表徵轉換所產生的，也就是將表格表徵轉換成圖
形表徵的過程，在轉換過程中圖形的產生連帶出現，同時老師轉換的過程
中也一併將「圖形的認識」這個意義帶給學生，接下來我們來看宋老師是
如何引導學生畫出二次函數的圖形，見表 4‐4‐16。 
表 4‐4‐16：上課實錄 
宋老師  二次函數  (12’17 ‐17’33 ) 
  (
2 () y fx x == 的圖形) 第肆章  研究內容 
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師： 
 
 
要畫圖，當然要先描一些點， 
【開始畫表格】 
……(找點的過程省略，結果如右) 
x 0 1 2 3 ‐1  ‐2 
y 0 1 4 9 1  4 
  試畫一下喔，快點把它(點)描上去，……(停頓讓學生自己練習) 
畫好了沒？把它描上去吧， 
 
 
生： 
師： 
生： 
……來，第一個(0,0)，再來什麼？(1,1)，ㄟ~有(1,1)，還有(‐1,1) 
看出這有什麼關係了沒？有(2,4)，(等學生回答) 
對稱 
對稱，對稱於誰？(‐2,4)，那還要繼續畫嗎？ 
要，有始有終 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
那我問你啊？可以用線把它連起來嗎？ 
可以 
那就這樣連喔？【老師連(0,0)與(1,1)並延伸】 
沒有要歪歪的 
會不會是直線？ 
不會 
為什麼不會是直線？ 
因為它要圓滑 
為什麼它要圓滑？……同學，看一下喔，這邊是一，我們中間可不可以 
 
生： 
師： 
生： 
師： 
 
生： 
師： 
用一個二分之一塞進去？ 
可以阿 
告訴我二分之一的時候是多少？ 
四分之一 
四分之一ㄟ，你看那不會在這條直線上ㄟ，只有到四分之一的地方ㄟ， 
那三分之一的時候呢？ 
九分之一 
是不是更小，負二分之一的時候就四分之一，負三分之一的時候是九分之
一，所以你其實發現，它在這個地方是這樣子，好，第二個問題， 
所以，同學，這不會是直線喔！不要用直線連喔 
它是這樣子，是曲線 
師： 
生： 
師： 
 
生： 
師： 
 
 
好，第二個事情，我可不可以用線連起來？ 
可以阿 
為什麼可以？告訴我為什麼可以？你怎麼知道它每一個地方都有？不會一
個洞一個洞的？ 
帶一帶，因為  (後面聽不清楚) 
不要忘了，其實我們都講過了，這條(x 軸)叫什麼線阿？ 
這條叫x 軸，它是一條~~？數線。這條數線，各位記不記得~~ 
數線可以用什麼數把它塞得滿滿的？ 
 第肆章  研究內容 
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生 1： 
生 2： 
師： 
 
生： 
實數， 
有理數 
用有理數就可以把它塞滿？(停頓、讓學生再想一下) 
還有無理數？這兩個合稱為什麼數？  
實數 
師： 
 
那實數就可以把這裡塞滿，那既然它可以把它塞滿，每塞一個數( x )它就有
一個答案( () f x )，每塞一個就有一個答案嘛，那這邊可以塞滿滿的(x  
  軸)，所以這條線【比
2 y x = 的圖形】也可以怎樣？塞滿滿的。 
所以用實數可以把它塞滿，是因為這個原因厚 
師： 
 
生： 
師： 
 
生： 
師： 
好，所以呢？我們才可以用一條圓滑的線把它連起來，好，那我問你喔，它
真的會一直上升嗎？ 
會 
為什麼？因為它會一直往上？因為把它平方會越來越大？它會一直往上上
升，那這邊呢？(拋物線另一邊) 
一樣 
我們就可以把圖形畫出來，這就是這個 () f x 等於x 的平方的圖形 
    在這個例子中，學生之前畫過一次函數的圖形，現在要畫二次函數的
圖形，一開始老師就要學生找點，並將找出來的點描在坐標平面上。描好
點之後老師不直接將點連起來，而是與學生討論三個問題，第一、圖形會
是直線嗎？第二、圖形可以用線連起來嗎？會不會有洞？第三、圖形是否
會一直上升？ 
    藉由與學生之間討論讓學生知道如何畫
2 () y fx x = = 的圖形，而且在這
段教學教學中，教師所建立的意義類型不只一種，還包含「轉換
17」和「圖
形的認識」 。 
小結：老師在建立「圖形的描繪」的時候，一種情形是單純的繪圖，另一
種是在畫圖時會伴隨其他意義類型  一起出現。 
 
                                                  
17  「轉換」這個類型，在(十)會再說明。這裡地教學教師將函數的表格表徵轉換成圖形表徵。 第肆章  研究內容 
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(六)    運算 
數學內容中， 「運算」可以是程序性的操作過程，也可以是有意義的
教學。國小教材中，老師要教學生如何做加、減、乘、除的四則運算，到
了國中會進一步有負數、一元一次方程式…的運算，高中有多項式、三角
函數、行列式、矩陣…的運算，都避免不了要處理數字、符號或式子的計
算，所以教師在建立學生的運算能力也是一個重要的過程。研究者觀察的
課堂中，就有發現教師提供學生「運算」這個意義類型上，是以有意義的
方式將運算法則結合情境，而非單純的做程序性的操作。 
現象：建立運算法則。 
教師在處理數學運算是要建立出一套之後使用的運算方法，唐老師建
立學生矩陣乘法的運算我們在上一節
18中提過，老師透過板書的配置、一
連串的程序與情境的結合建立出矩陣乘法的運算。它同時也包含了運算的
程序在教學裡面。 
    
(七)    程序 
數學中有許多知識是屬於程序性知識，它包含一些規律、算則或程
序。老師在解題所使用的程序以及動作，運用在實體物品上、圖片、心像
或其他非數學系統的物件上，這樣的程序有時後在教學中是需要的。例
如：尺規作圖、解題程序…等。 
文獻中提到如果概念性知識與程序連結時有一些好處，如：能夠促進
學習遷移，簡化程序的需要，使得問題容易解決。因此老師在提供學生有
意義學習的機會時，在程序的運用上若能與概念性知識連結，便能幫助學
生的學習。 
                                                  
18  請參閱第 94 頁 第肆章  研究內容 
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現象：建立解題程序。 
表 4‐4‐17：上課實錄 
宋老師  3‐6 分式不等式  (21’02 ‐23’30 ) 
師： 
生： 
師： 
好了，這些都很簡單，接下來就不是這樣了 
來吧，我們可以接受 
我如果換成這樣，x 減一分之 x 要大於零【 0
1
x
x
>
−
】  (停) 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
 
生： 
師： 
帶帶看 
帶帶看(停頓) 
兩個相乘大於零 
什麼？ 
相乘大於零 
兩個相乘大於零？為什麼？ 
除跟乘是一樣， 
除跟乘是一樣？為什麼？除就除，乘就乘阿，為什麼除跟乘是一樣？ 
正負是一樣 
對，很好，你們有沒有弄懂他在講什麼？ 
有聽懂厚，OOO 你說一遍， 
生： 
師： 
……(同學插話岔開話題)(學生回答聽不清) 
嗯，很好其實他已經在說了 
 
 
 
 
眾生： 
師： 
眾生： 
其實同學，我們從前面這樣過來，一路過來都看到什麼？你只要這裡是正(分
子)，小於零的話，這裡就要負嘛，那你要大於零的話，負就要負，正的就要
正的阿，那現在呢？因為 x 可以正可以負嘛，對吧！它可以正可以負阿，所
以，如果它正的，那下面這裡 
也要正 
如果負的呢？ 
負 
師： 
生： 
師： 
生： 
師： 
 
 
生： 
那要嘛就正正，要嘛就負負，那就怎樣？ 
正 
所以不就是兩個相乘一定要怎樣~~？ 
正阿 
它(分子)正它(分母)就正，它負它就負，所以你可以分兩種情形來寫，它大於
零而且它大於零，或它小於零而且它小於零，你可以這樣寫，當然，你還可
以怎樣寫啊？兩個要嘛就正正，要嘛就負負，怎麼寫？(停) 
代阿 
師： 
生： 
要嘛就正正，要嘛就負負阿，然後怎麼辦？ 
x 大於零且 x 減一大於零 第肆章  研究內容 
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生： 
師： 
生： 
師： 
x 大於一阿 
就是兩個~~？ 
相乘 
相乘要怎樣？大於零嘛，所以我把它改成 x 乘以 x 減一大於零就夠了
【 (1 ) 0 xx − > 】 
    從宋老師的教學中可以看到，老師在建立解題程序時，不斷的帶領學
生思考，以及幫助學生作概念的連結。老師不是直接告訴學生運算的程序
就是把分子和分母乘起來大於零，解不等式 (1 ) 0 xx − > 就可以了，而是注重
解題程序的產生，提供連結的橋梁，讓學生自然的習得這樣的程序，而且
讓學生遇到其他題目時，也能自行思考。 
(八)    連結 
    教學中老師常常會與許多不同地題材做連結，研究者將觀察到的連結
類型分為情境連結、內部連結與外部連結。 
    情境連結就是老師將數學內容與生活情境做連結。內部連結是指老師
將學生之前學過的教材內容做數學內部的連結，有時候也是與學生舊經驗
連結。外部連結是指老師將數學內容與其他學科做連結。 
現象 8‐1：情境連結。 
    情境連結的出現，研究者觀察到許多是用在概念一開始引入時，老師
會使用的方式，如同本章第一節
19所介紹的李老師介紹直線參數式時用跑
步的情境來介紹概念；唐老師在介紹矩陣乘法用捐款的情境與推甄考試學
校篩選比率的情境來介紹，以及教貝氏定理用打疫苗呈現過敏反應的狀況
來連結概念。 
    除此之外，老師在教學做譬喻時也有使用情境來連結，像是宋老師在
介紹函數概念時用男女之間互相喜歡的比喻來舉例
20。趙老師在講解概念
                                                  
19  請參考本章第一節，第 59‐61 頁。 
20  請參考本章第二節，第 74 頁。 第肆章  研究內容 
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時會運用生活中的物品來做相關的比喻，這都是屬於在作情境連結。 
現象 8‐2：內部連結。 
    內部連結研究者觀察到的教學中有兩類，其中一類是數學概念相關
時，如介紹空間概念，李老師與趙老師都會將平面中的狀況與新教的空間
中做連結，及宋老師講解完函數使用 () f x 表示時，與之前教過的多項式也
用 () f x 表示做相關的連結。另一類是在不同的教學內容中老師將數學形式
做連結，例如矩陣乘法中對應相乘後相加這種運算形式，跟向量內積的運
算形式作連結
21。這兩種的連結老師都是在進行舊經驗的連結，從文獻探
討中有許多的專家學者認為連結學生舊經驗是可以幫助學生學習的，在研
究者的觀察中這些優秀教師在連結舊經驗這個點上面都適時地做連結來
幫學生學習。 
現象 8‐3：外部連結。 
    老師在課堂教學中，還有一類是做外部連結也就是跟非數學領域方面
的學科做連結，像是趙老師在講解球跟截面的關係時，將地理上有提到的
大圓跟數學中的內容結合，結合了其他學科相關的知識，讓學生能廣泛運
用知識。請見下表 4‐4‐18 的教學： 
表 4‐4‐18：上課實錄 
趙老師  3‐3 第一節  (24’35 ‐25’40 ) 
師：  可以問最大截面嗎？要找一個面過這個點，又要截出最大的~這個~~截圓
啦，截出來這個圓，怎麼截？ 
(學生試著回答) 
就是地理學上所說的什麼圓？地理學上不是有說那什麼圓？「大圓」 ，大圓
有吧！地理學上有學到一個大圓， 【寫板書大圓】 ，一個球裡面的大圓就是，
代表要過球的什麼？你雖然是自然組，但高一也修過地理吧 
  球裡面的大圓就是，代表要通過球的~~「球~心~」嘛，對不對，所以這點、
這點【比球內一點及球心】 ，你可以這樣切~下去。 
                                                  
21  請參考本章第三節，第 100 頁表 4‐3‐4 中 18 分 34 秒到 20 分 18 秒的教學內容。 第肆章  研究內容 
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    趙老師在介紹空間中直線方程式的表示方式有三種，且彼此能互相轉
換，這跟水的三態以及它能互相轉換，有相同的形式，於是老師就做了這
樣的連結。這也屬於外部連結，只是老師做這個外部連結跟表 4‐4‐17 的內
容是不同的。 
    外部連結就出現了兩種不同的類型，一種是與其他學科中相關的數學
的連結，另一種是與外部學科內容相似的連結。 
 
(九)    表徵 
表徵的轉換與表徵的使用，在本章第三節中已經略提過一些，在這個
小節中，再來看一些建立表徵時的狀況。表徵可以成為數學意義的來源，
它同時也是意義類型的一種。在前一節數學意義來源中表徵的轉換，是一
個重要的來源，而表徵的轉換有時候是為了建立新的表徵，而建立出的表
徵就成為一種意義類型，而且這又可能成為下一個數學意義的來源。 
現象 9‐1：透過例子建立表徵。 
表 4‐4‐19：上課實錄 
宋老師  3‐4 多項式函數  第一節  (08’09 ‐08’52 ) 
師： 
 
 
 
生： 
 
 
師： 
生： 
 
 
師： 
那 x 可以有很多個嘛，譬如說我們上次舉的例子， 
貴班的一號、二號、三號【板書 】 
都喜歡三四五…… 
一號喜歡三十一號【板書 】 ，二號也喜歡三十一號【畫箭頭】 
…(同學們很 high 的說)三號喜歡三十二號 
【老師寫板書 】……(全班同學陷入瘋狂興奮狀態) 
  請問這個對應是一個函數嗎？ 第肆章  研究內容 
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生： 
師： 
生： 
是 
這是x 這是 y 【寫板書x 和 y 】 ，這個對應關係是一個函數嗎？ 
對阿 
     
 
圖 4-4-9-1：函數的圖形表徵 
    表 4‐4‐19 中是宋老師建立函數的圖形表徵之過程，圖 4‐4‐9‐1 是老師
建立出函數的圖形表徵。由於函數這個概念本身它有很多種表徵方式，許
多中外學者也針對函數表徵做過相關研究。表 4‐4‐18 是老師透過例子譬喻
的方式將圖形表徵呈現出來。 
現象 9‐2：建立圖形表徵，用來表示概念。 
    另一個跟建立圖形表徵有關的例子是唐老師教條件機率時，使用文氏
圖來表示概念。 
表 4‐4‐20：上課實錄 
唐老師  條件機率  (21’58 ‐22’50 ) 
師：  如果你今天是男生，你去參加這樣的一個甄試，錄取機率，這樣的條件下，錄
取機率是多少呢？百分之二十五，不是百分之三十，所以當我們處理機率問題
條~件~開~始~改~變~的時候，它計算的方式不一樣嘛，我要不要再看全部啦？
我要不要再看全部啦？不要，它其實有點像這樣的圖【畫圖 4‐4‐9‐3】 ，這是全
部，假設這是男生【比左邊】這是女生【比右邊】 ，然後呢？【在中間畫圓圈，
見圖 4‐4‐9‐4】我最後錄取的是在這裡，那男生的錄取機率，我是不是應該這
樣看？【比全部長方型區域分之圓圈內的】 ，不是這樣(全部)分之這樣(圓圈)，
而是哪裡？這樣(//區)分之這樣(\\區) ， 【邊講邊畫斜線 ， 見圖 4‐4‐9‐5】 ， 對不對？ 
 
      圖 4‐4‐9‐3      圖 4‐4‐9‐4       圖 4‐4‐9‐5     圖 4‐4‐9‐6：板書 
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    在這個例子中，老師在建立表徵時是一步步配合解說將圖形表示，圖
形表徵的角色像是輔助概念的說明而出現的。 
現象 9‐3：建立式子表徵。 
    式子表徵也是數學教學中常常會遇到的，表 4‐4‐19 是宋老師建立分式
不等式的式子表徵方式。老師先將名稱告訴學生，透過學生經驗對於分數
的經驗，簡單的用口語說明，然後先建立「分式」的概念，老師將分式的
一般形式告訴學生，用板書呈現給學生，然後連結這單元的重點不等式形
成分式不等式。最後舉一個最簡單的分式不等式
1
0
x
> 開始逐步教學生解
題。這個教學中，老師是先建立一般形式在透過例子輔助說明，並且適時
的連結。 
表 4‐4‐21：上課實錄 
宋老師  3‐6 分式不等式  (13’17 ‐15’05 ) 
師：  接下來要講一個不等式是分式不等式【寫板書】不是分數喔，是分式。(停) 
好，來，什麼叫分式不等式？如果有兩個多項式【寫板書 () f x , () 0 gx≠ 】 
當然 () gx不等於零喔，它們都是多項式。 【寫板書均為多項式】 
都是多項式，好，我把兩個多項式拿來除【寫板書
()
()
f x
gx
】 
 
 
長的這個樣子的叫做分式【寫板書分式                             】 
就是，他其實是多項式除以多項式就是了，長這個樣子我們就稱它為分式， 
當然分母要不等於零嘛，你不能用零多項式，這樣有沒有問題，所以這叫分式
多項式。那我們現在就來看分式不等式，就讓這個多項式大於等於零，大於零
或小於零，或者大於等於零，或者小於等於零，就叫分式不等式。…… 
我們看一個很簡單的，同學【寫板書
1
x
】…這是多項式阿(1)，這也是多項式
阿(x )，這是一個分式嘛，我讓它大於零，可以告訴我x 嗎？ 
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(十)    轉換 
    本章的第三節中討論數學意義的來源時，就有提到表徵轉換能提供數
學意義，當然這種數學意義的來源也成為意義類型的一種。這裡在介紹幾
個表徵轉換。 
現象 10‐1：語言表徵到式子表徵之間的轉換。 
表 4‐4‐22：上課實錄 
宋老師  3‐4 二次函數  (11’05 ‐11’18 ) 
師： 
 
我們現在就來看一下這個函數， f   of  x 等於x 平方， 
【
2 () f xx = 】 
或者我們叫作 y 等於x 平方，都可以。 
【 y =
2 () f xx = 】 ，我們現在來畫這個的圖，會畫圖吧… 
語言表徵 
式子表徵 
語言表徵 
式子表徵 
    表 4‐4‐22 是宋老師開始介紹二次函數圖形時的介紹。在上面的教學片
段中，我們可以看到老師將函數的兩種語言表徵「 f   of  x等於x平方」與
「 y 等於x平方」分別口述說出來，但是老師在結合板書用是直表達時，
可以看到最終形式是「 y =
2 () f xx = 」 ，也就是老師將兩個語言表徵結合成 
一個式子表徵。 
    特別是第二個語言表徵的出現時，老師板書的寫法不是獨立的寫一個
2 y x = 的式子，而是直接在
2 () f xx = 的前面加上第二個語言表徵中與第一個
式子不同的資訊「 y =」 。在這裡的教學老師為什麼要這麼做呢？為什麼不
用兩個式子來表示呢？ 
    老師在這裡的教學想要介紹的是「二次函數圖形」 ，學生對畫圖的印
象是在x 、 y 坐標上，很自然的反應是方程式中有x 和 y ，而現在畫的是
2 () f xx = 的多項式函數圖形，因此老師會將這兩個式子做結合，只是直接
寫出來的話，學生並不一定了解，因此老師在口語上的表達是將兩個式子
分開解釋。這是宋老師在這兩種表徵間的轉換。 第肆章  研究內容 
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現象 10‐2：式子表徵到圖形表徵的轉換，以表格表徵作為中介表徵。 
    這個表徵的轉換 1987 年 Janvier  的文章中也有提到，他在說明式子表
徵到圖形表徵的轉換時，會透過表格表徵，研究者在第貳章文獻探討中有
說明，請讀者參閱第 33 頁。 
現象 10‐3：生活情境表徵到定義表徵的轉換，以表格表徵作為中介表徵。 
    研究者的觀察發現生活情境表徵到定義表徵的轉換也是透過表格表
徵，教學片段在本章第三節有詳細的討論，請讀者參閱第 95 頁。這個表
徵轉換跟現象 10‐2 中的表徵轉換都有使用表格表徵作為中介。 
現象 10‐4：實物表徵到圖形表徵的轉換。 
    跟空間有關的教學內容，教師會使用教具來呈現給學生看，但是課
本、考試所呈現的卻是二維平面中的圖片，因此老師在實物表徵跟圖形表
徵的轉換，也是一種數學意義的呈現。表 4‐4‐23 是趙老師示範球外一點 
到球的切線所形成的圓錐體： 
表 4‐4‐23：上課實錄 
趙老師  3‐3 第一節  (07’52 ‐11’01 ) 
師：  為什麼叫圓錐體各位知不知道？可以想像吧，剛才不是有很多線有沒有，那交
出來不是這個圓嗎？這個角度各位應該看的比較清楚吧 ，要發射，線發
射出去，這樣不是截出一個圓嗎？…… 
  我剛才抽象示範的老半天，可以畫一下給各位看。就像剛剛這個點， 【從剛才
的點向球畫兩條切線】注意喔，這是球喔，所以我待會截出來的圓，剛剛示範
的那個圓，它的示意圖，我大致畫一下【畫圖】 ，大家可以想像就像這種感覺。
這樣可以感覺嗎？因為你這一圈是因為：你這個球是立體的，對不對，所以有
好多點嘛， 【在剛剛的球中用粉筆點許多的點】(停)。這就是截出來的圖。示意
圖就這樣，這樣可以嗎？所以各位我這裡這樣畫虛線，是因為平常各位看不到
嘛，所以畫虛線，你看的到就這邊【指實線的部分】 。 第肆章  研究內容 
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             圖 ： 4 - 4 - 1 0 - 1  板 書       圖 ： 4 - 4 - 1 0 - 1  教 學 後 的 板 書  
    在這個教學中，趙老師先用熟悉的教具示範，讓學生從將實際的物品
中感受到抽象的概念後，再將它用圖形表徵呈現，並向學生解釋一般使用
的圖形表徵之意義。 
 
(十一) 結構 
數學是抽象的知識，它也是非常具有結構性的學問。老師在教學中是
否只將片段知識告訴學生，還是以結構性的方式告訴學生，會幫助學生長
期記憶。 
現象 11‐1：以圖形呈現結構。 
表 4‐4‐24：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  (17’13 ‐18’10 ) 
師： 
 
 
生： 
師： 
空間中呢？除了平行跟相交於一點會不會有別種？【板書】(停) 
會，會怎樣？比一下吧，除了平行，碰到，重合，因為我們說相異了，所以
就不算重合了。還有嗎？ 
垂直 
垂直跟相交一點一樣。(停) 
拉起來，這樣有沒有平行？有沒有相交？【老師拿筆比給學生看】 
沒有ㄟ，這種我們叫「歪斜」 。 
  在空間中暨不平行也不相交，就叫做歪斜，所以妳這邊，空間中的那個寫一
下，平行、交於一點跟歪斜【老師邊講邊在黑板畫圖】 
歪斜是新的等下來討論一下，歪斜就是不平行也不相交(停)【寫板書】 第肆章  研究內容 
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圖 4-4-11-1 板書 
    表 4‐4‐24 是李老師針對空間中兩直線相交情形的教學內容，圖
4‐4‐11‐1 是老師幫學生整理後的板書。李老師這一節課空間概念的教學
中，有許多的主題，如空間中兩直線的相交情形、兩平面的相交情形、直
線與平面的相交情形、形成平面的條件…等。老師都一一做了結構性的教
學，並且在講義中及黑板上，都以圖形結構性的呈現。 
    下表 4‐4‐25 與圖 4‐4‐11‐2 是「形成平面的條件」的教學過程與板書呈
現。 
表 4‐4‐25：上課實錄 
李老師  2‐1 空間概念  (37’03 ‐38’49 ) 
師： 
生： 
師： 
第一個我剛剛說怎樣的三個點就可以決定一個平面 
不共線 
不共線的三點，所以妳在第一個圖上畫不共線的三點【邊說邊擦黑板】 
 
不共線~~~~三點~~~~【板書 】可以~決定~~一個平面  。 
還有呢？不共線的三點呢，其中兩點可以給它連成一條線呢。 
  對不對，兩點是不是決定一條直線，所以它換成「給我一線」一直線~~與線
外一點【板書 】要線外喔~~ 
如果不在線外會怎樣？就不共線啦，如果共線就不行啦 
  好，再來在更延伸。通過這外面的點也可以畫一些直線嘛，對不對 
【畫圖 】所以呢~~這通過外面的點呢，我可以做平行線，兩平行線
也可以或者是呢，不平行【 】 
所以是，兩~~~平行的~直線~~~~或者是~~兩個相交的直線【            】 
(停，讓同學畫在自己講義上) 
 第肆章  研究內容 
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圖 4-4-11-2 板書 
    在表 4‐4‐24 的教學中李老師是邊講解新概念時邊作結構性的呈現，而
且呈現的過程中有提到新的概念，老師之後在特別去處理對於學生是新的
教不易理解的概念。而表 4‐4‐25 的教學老師是透過之前的教學，做一個總
結性結構並跟學生討論。 
現象 11‐2：代數結構的呈現。 
 
圖 4-4-11-3  矩陣乘法之板書 
    圖 4‐4‐11‐3 與圖 4‐3‐1‐3
22是唐老師教矩陣乘法所呈現的板書一部分，
這節課的教學目標是讓學生學會矩陣乘法，老師一開始透過生活例子的引
入概念以及矩陣乘法的運算，研究者在之前的討論出現很多次
23。 
    我們從板書中可以看到，唐老師最後在矩陣的上方，用英文字母及數
字來呈現矩陣乘法的結構，想要將它一般化，並且在矩陣乘法當中每個矩
陣的階數，以及乘法適用的範圍都在唐老師的教學中呈現，這是老師最後
呈現給學生矩陣乘法的結構。 
 
                                                  
22  請參考第 95 頁。 
23  請參考第 95 頁，及附錄 A 教材組織安排第 A‐36 頁。 第肆章  研究內容 
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(十二) 資料解讀 
    這一個意義類型，簡單來說就是解讀資料。老師在做表徵轉換時會出
現，如：生活情境表徵與表格表徵的轉換，或是生活情境表徵與式子表徵
的轉換。下面的例子，請見表 4‐4‐26。 
    這個例子是唐老師解釋學生考完學測後，要選擇申請的科系，各學校
科系的採計方式，老師再解說黑板上的資料表所蘊含的意義，以及各個資
料表的出現時及與用途。在這個例子中，老師是透過生活情境形成的一些
資訊，這些資訊用資料表的形式呈現，而老師做的事情就是解釋這些資訊
的意義。 
表 4‐4‐26：上課實錄 
唐老師  矩陣乘法  第一節(01’45–03’29) 
師：  指考決定了你要分發、你要填志願的時候，你會有一個參考資料
表，……，不同的校系都有權利決定它在這一個考試中間，它的
成績要如何採計，採計哪些科目，它不採計的時候 0 就好了嘛，
然後每一個科目有沒有加權，加權百分之五十就乘 1.5，對不對。
 
 
解釋資料表 4
24
中數字的意義 
  所以這樣的資料當簡章出來就會做給你了 ，然後當你考試出來的
時候，會有類似這樣的一個成績表。 
解釋資料表 4、
5 出現時機 
師：  假設你沒有很多其他的資料，你只想說我有班上同學的資料，班
上同學的資料我來看看，像這樣的校系哪些對我有利哪些沒利，
所以我有第一個資料表 ， 比如說這是班上同學或部分同學的成績
資料表，這裡是部分校系的它採計分數的資料表，我希望得到的
結果是什麼呢？ 
 
透過一連串
的說明，解釋
資料表 6 的用
途。 
師：  我們三個好同學來看看 ， 誰在甲校系誰的成績組合在甲校系會得
到比較好的分數，誰會在乙校系會得到比較好的分數，誰會在丙
校系會得到比較好的分數，誰會在丁校系會得到比較好的分數。
 
  那這樣我們就會知道，喔，像我這樣特質，或考我這樣分數的話
考哪一所校系比較好，對不對 
 
 
 
                                                  
24  資料表的內容請參考附錄第 A‐36 頁。  第伍章  結論與建議 
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第伍章  結論與建議 
   本研究的研究目的為「探討優秀中學數學教師在概念引入時提供給學
生何種有意義學習的機會」 。為了達到此研究目的所提出四個研究問題。
本章將針對研究結果做總結性結論。 
第一節  研究結論 
壹、  優秀數學教師在引入數學概念時會：透過舊經驗引入、透過生
活情境引入、使用舊經驗以及透過生活實例介紹概念、透過數
值實例引入、透過活動引入、直接進入主題。 
    優秀教師使用舊經驗做引入的目的是要擴充學生的知識，擴充的內容
有兩類：一種是新概念跟舊知識是相近的概念，需要配合到舊經驗來說
明，一種是原先的舊經驗不足解釋新問題，因此要拓展學習新的概念。 
    優秀教師透過生活情境引入概念時一方面是要能引起學生的共鳴，提
高學習意願，一方面是透過這樣的例子鋪陳，適當地介紹新概念。 
    以上兩種概念引入的方式有時候優秀教師是搭配使用來介紹一個新
概念，在使用順序上教師先複習學生既有知識，再舉生活實例向學生介紹
概念。另一種是將舊經驗融入在生活實例中向學生介紹新概念。 
    優秀教師也有透過一連串的數值實例來引入概念，這跟教學題材有很
大的關係。這些例子有些是老師請學生舉例，其餘老師依著教學邏輯逐漸
加深難度由老師舉例。 
由於教學活動有許多種，活動的運用在教學中，也可以視為一種教學
手法，在討論概念引入的教學方式時，各式的「活動」也是一種引入的教
學方式，各個教師如何運用。有一位教師先在課前做探索活動，老師將學第伍章  結論與建議 
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生想法歸納後再進行教學。  
最後，有的概念教師一節課的開始就介紹，有的概念從課堂中間才開
始介紹，有一些教學是接續著之前的概念，研究者選取的概念不限定於一
堂課最開始地方，所以會產生直接切入主題的情況。 
 
貳、  教師在教師建立意義使用的教學手法有：類比、認知衝突、譬
喻、提問、閱讀、學生操作、探索、學生舉例、學生練習、學
生臆測、學生歸納…等十一種。 
 
類比 
    類比這個教學手法教師使用的方式有兩種：一個是透過舊經驗類比新
概念，另一個是利用物理現象做類比。其中以舊經驗來類比的使用方式比
較常出現，教學內容中若是跟舊經驗有相似的概念，老師就會使用舊經驗
的類比。另外物理現象的類比方式端看題材是否跟所教內容有所關聯。 
認知衝突 
    教師使用認知衝突這個教學手法的時機，是透過之前的教學經驗知道
學生會產生迷思，或是有學生提問過。研究中的觀察如下： 
¾  教學內容：兩平面相交情形。 
    使用方式 1：請學生用實物示範，操作給全班同學看。 
    使用方式 2：老師舉例，畫圖呈現。 
¾  教學內容：從直線的對稱比例式中找出方向向量。 
    使用方式：透過語彙的意義將錯誤概念呈現，並使用例子及說話語氣 
來強調概念不正確。 
譬喻 
    老師使用譬喻手法來解說概念時，會透過實際物品的比喻以及生活經第伍章  結論與建議 
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驗來做譬喻。這跟教學內容有關係，當教學內容跟空間概念有關時，老師
通常使用實際生活中相關的物品來做譬喻，而無關於空間概念的就使用其
他方式做譬喻。教師使用這種教學手法是要讓概念能具體的呈現。 
提問與問答 
    在教學中老師最常使用的教學手法就是「提問與問答」 ，這裡指的提
問是老師丟出一個問題來進行教學，也可以稱作「拋問」 。老師丟出問題
後可能不要求學生一定要回答，有時後可能老師自己回答，有時可能學生
會回答。而學生在課堂中遇到困難時會提出問題問老師，這不納入這個教
學手法，因為這不算是教師使用的教學手法。 
    「問答」也是老師丟出問題後，學生有回答，老師繼續提出問題，形
成一連串來回的問與答。這一連串的問與答有時候只有可能只有短短的一
兩個問題，有的時候可能會引起一系列的討論。研究者歸納出的現象共有
九個： 
現象 4‐1：針對一概念提出一連串密集的拋問。 
現象 4‐2：針對同一個問題重複的拋問。 
現象 4‐3：透過提問統整之前的概念並比較。 
現象 4‐4：透過提問連結舊經驗與引起學生興趣。 
現象 4‐5：透過提問做概念之間的連結。 
現象 4‐6：探測學生想法。 
現象 4‐7：增進學生數學語言的表達。 
現象 4‐8：一連串引導式的提問來強化概念。 
現象 4‐9：培養學生推理解決問題的能力。 
閱讀 
    這種教學手法使用在文科的機會比較多，在數學教學中會使用到這種
教學手法的時機是在閱讀題目或者講解課本及講義中的語句時。 第伍章  結論與建議 
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學生操作 
學生操作這個教學手法在高中的教學中能夠動手操作的機會不多，而
且遇到需要操作的內容時，大部分的教師會操作給學生看，但是少部分的
教師會讓學生自己動手操作。在研究者觀察的課堂中有一位教師進行空間
概念的教學時，就讓學生拿出兩枝筆嘗試找出歪斜線投影在平面上所形成
的圖形，老師透過這樣的操作活動同時讓學生探索歪斜線的投影狀況。 
探索 
    老師使用「探索」這個教學手法時會透過一些活動或透過許多提問，
研究者觀察到的優秀教師在學生操作活動中，利用一些提問、提示與鼓勵
的方式讓學生進行問題的探索。   
學生舉例 
    學生舉例這種教學手法的使用在一般數學教學中不常見，研究者發現
有一位優秀教師使用這種教學手法，教師使用的時機是當教學內容是學生
能夠負荷的，有過些許經驗的，老師使用這種教學手法。 
學生練習 
    「學生練習」是研究者觀察到每個優秀教師都會使用的教學手法之
一。老師讓學生練習的目的主要都是幫助學生熟悉新學習的概念，幫助學
生能長期記憶，但也有透過練習先直觀的培養感覺。這些教學中學生練習
的形式又分為兩種：自行練習與上台演練。 
¾  練習目的 1：幫助學生熟悉新的教學內容。 
練習形式 1：學生自行練習。 
練習形式 2：學生上台演練 
¾  練習目的 2：讓學生先直觀感受題目中的特徵。 
練習形式：學生先自行練習、老師再講解。 第伍章  結論與建議 
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學生臆測 
    「學生臆測」是老師尚未正式教學前，先探測學生的想法，讓學生用
直覺來判斷問題的結果。研究中發現有一位優秀老師不只一次使用這種教
學手法。 
學生歸納 
    「學生歸納」這個教學手法優秀老師使用的時機是老師已經舉過許多
例子並做詳細討論，然後再正式介紹概念後讓學生自行歸納。另外，優秀
教師讓學生歸納的內容是學生能力範圍內可以解決的，而且不會造成學生
學習負擔。這種教學手法可以幫助學生能夠集中注意力在教學上，而不僅
只是教師一個人講述而已。 
 
參、  數學意義的來源。 
    研究者依據文獻中歸納出四種數學意義的來源： 
1. 藉由在數學表徵系統之間的轉換。 
2. 藉由在數學和非數學系統之間的表徵轉換。 
3. 藉由表徵系統內部的轉換、記號的操弄學習樣式與句法 
4. 藉由心理實體的建立，是透過動作、程序和概念的具體化變
成現象學物體，然後能當作在更高層次的組織中新的動作、
程序和概念的基礎(稱作反思抽象)。 
 
肆、  教師提供的意義類型有：符號、定義、語彙、圖形的認識、圖
形的描繪、運算、程序、連結、表徵、轉換、結構、資料解讀…
等十二種。 第伍章  結論與建議 
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符號 
這種教師提供的意義類型，研究者從課堂觀察中抽出了四個現象： 
現象 1‐1：將複雜的概念用符號紀錄，逐步將符號介紹給學生。 
現象 1‐2：先介紹符號，在解釋符號的用途，然後舉實際例子說明。 
現象 1‐3：解釋定義後，介紹符號並教學生符號如何記憶。 
現象 1‐4：將數學概念用符號紀錄。 
定義 
這種教師提供的意義類型，研究者從課堂觀察中抽出了三個現象： 
現象 2‐1：對於單純的概念在題目中出現其名稱直接說明。 
現象 2‐2：透過數值實例讓學生理解概念後，才將定義告訴學生。     
現象 2‐3：觀察圖形後下定義。 
語彙 
這種教師提供的意義類型，研究者從課堂觀察中抽出了四個現象： 
現象 3‐1：教師刻意將語調放慢，並逐字說出語彙，停頓一下再作說
明。有些教師再說明名詞定義時，會加重說話語氣。 
現象 3‐2：針對語詞做簡單的解釋。 
現象 3‐3：透過討論請學生解釋語詞的意思。 
現象 3‐4：數學語言的換句話說。 
圖形的認識與圖形的描繪 
這種教師提供的這兩種意義類型，研究者將觀察到的現象整理如下： 
現象 4‐1：觀察圖形的特徵。 
現象 5‐1：逐步演示如何描繪圖形。 
現象 5‐2：透過表徵轉換描繪圖形。 
優秀教師所建立的「圖形的認識」這種意義類型通常不是單獨出現，會同
時提供給學生「轉換」和「圖形的認識」的意義。另外、老師在建立「圖第伍章  結論與建議 
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形的描繪」的時候，一種情形是單純的繪圖，另一種是在畫圖時會伴隨其
他意義類型一起出現。 
運算 
    數學內容中， 「運算」可以是程序性的操作過程，也可以是有意義的
教學。研究者觀察的課堂中，就有發現教師提供學生「運算」這個意義類
型，是將運算法則結合情境建立出矩陣乘法的運算，它同時也包含了運算
的程序在教學裡面，而非單純的做程序性的操作。 
程序 
    優秀教師在建立解題程序時，不斷的帶領學生思考，以及幫助學生作
概念的連結。老師不是直接告訴學生運算的程序，而是注重解題程序的產
生，提供連結的橋梁，讓學生自然的習得這樣的程序，而且讓學生遇到其
他題目時，也能自行思考。 
連結 
    教學中優秀老師常常會與許多不同題材做連結，研究者將觀察到的連
結類型分為情境連結、內部連結與外部連結三種。 
    情境連結就是老師將數學內容與生活情境做連結。內部連結是指老師
將學生之前學過的教材內容做數學內部的連結，有時候也是與學生舊經驗
連結。外部連結是指老師將數學內容與其他學科做連結。 
表徵 
    表徵可以是數學意義的來源，它同時也是意義類型的一種。在數學意
義來源中有表徵的轉換，是一個重要的來源，而表徵的轉換有時候是為了
建立新的表徵，而建立出的表徵就成為一種意義類型，而且這又可能成為
下一個數學意義的來源。研究者歸納了三個現象： 
現象 9‐1：透過例子建立表徵。 第伍章  結論與建議 
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現象 9‐2：建立圖形表徵，用來表示概念。 
現象 9‐3：建立式子表徵。 
轉換 
    表徵的轉換是一個重要的數學來源，研究者將「轉換」特別抽出來當
作一種意義類型，教學中優秀老師時常會使用這種意義來源以及建立這種
意義類型： 
現象 10‐1：語言表徵到式子表徵之間的轉換。 
現象 10‐2：式子表徵到圖形表徵的轉換，以表格表徵作為中介表徵。  
現象 10‐3：生活情境表徵到定義表徵的轉換，以表格表徵作為中介表 
          徵。 
現象 10‐4：實物表徵到圖形表徵的轉換。 
結構 
    數學是抽象的知識，它也是非常具有結構性的學問。老師在教學中是
否只將片段知識告訴，還是以結構性的方式告訴學生，對學生影響是不同
的。課堂觀察中有以下兩種現象：以圖形呈現結構與代數結構的呈現。 
資料解讀 
    這一個意義類型，老師在做表徵轉換時會出現，如：生活情境表徵與
表格表徵的轉換，或是生活情境表徵與式子表徵的轉換。優秀老師透過生
活情境提供的資訊，這些資訊以資料表的形式呈現，而老師做的事情就是
解釋這些資訊的意義。 第伍章  結論與建議 
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第二節  研究建議 
壹、對後續研究的建議 
(一)  本研究進入課堂觀察以自然探究法進行，分析的方法是透過文獻找出
可以分析的面向，所設計的研究工具「有意義學習觀察檢核表」還有
修改的空間。另外、觀察內容有限，無法針對所有高中數學概念做全
面性地分析，可能因為未出現的教學內容或者研究者未找到的文獻資
料，產生其他可觀察的向度，有待其他有興趣的讀者繼續研究。 
(二)  本研究是以教師教學面向來探討「有意義學習」 ，而每位學生實際腦
中的思想、思維不是本研究所探測的。有許多學者提出的文獻都是從
學習者的角度來看「有意義學習」 ，所以後續研究也可以針對學生面
向，或是學習面向與教學面向同時進行探究。 
(三)  本研究的研究對象鎖定在大台北地區，而且僅有四位，學生的程度會
影響教師的教學，所以若擴大研究對象的選取，或選擇到不同的教
師，所觀察到的結果，會有所差異。或者可選擇更多位教師針對同一
個概念作「有意義學習」的探究。 
 
貳、對教學的建議 
(一)  從研究結果中發現優秀教師在教學時，都會使用多種教學手法，來建
立學生的意義，而且依據不同的教學內容有不一樣的教學方式。而且
優秀教師會適時地連結學生的舊經驗以及連結其他學科。 
(二)  由於這些教師有多年教學經驗，因此對於學生在學習某些教學內容容
易產生迷思或疑問的地方，優秀教師都能先針對這部分做解釋或提第伍章  結論與建議 
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問，希望能幫助新手教師在教學時能盡量考慮到學生會產生的學習困
難而幫助學生順利的學習。 
(三)  優秀教師在提供學生有意義學習的機會時，會使用許多不同的數學意
義來源來建立意義類型，因此能夠幫助學生有意義學習的數學意義來
源，在教學前可以先思考教學內容中有哪些意義的來源。 參考文獻 
151 
 
參考文獻 
中文部分 
1.  Mayer, R. E.（1997） ：教育心理學：認知取向(林清山譯)。台北市：遠
流出版公司。 
2.  Patton, M. Q.（1995） ：質的評鑑與研究(吳芝儀、李奉儒譯） 。台北：
桂冠圖書股份有限公司。 
3.  Skemp, R. R.（1995a） ：數學學習心理學(陳澤民譯，民 84)。台北市：
九章出版社。 
4.  Skemp, R. R.（1995b） ：智性學習(許國輝譯)。香港：公開進修學院出
版社。 
5.  丁斌悅（民 90） ：國二學生學習線型函數時的概念表徵發展研究。國
立台灣師範大學數學研究所碩士論文。 
6.  朱敬先（1987） ：教學心理學。台北：五南。 
7.  宋玉如 （民 97） 。中學數學教師應有的數學教學特質研究─學生觀點，
尚未發表。國立台灣師範大學數學研究所碩士論文。 
8.  余民寧（民 86） ：有意義的學習：概念構圖之研究。台北：商鼎文化。  
9.  林寶山（1988） ：教學原理。台北：五南。 
10.  林寶山（1990） ：教學論。台北：五南。 
11.  施良方（1996） 。學習理論。高雄：麗文文化公司。 
12.  張春興 （2000） ：教育心理學：三化取向的理論與實踐 ( 重訂版 ed.). 台
北市：東華書局. 
13.  張春興（1998） ：張氏心理學辭典(二版)。台北：東華書局股份有限公
司。 
14.  張新仁（1993） ：奧斯貝的學習理論與教學應用，教育研究，82.08  。 參考文獻 
152 
 
15.  陳建誠（1998） ：面積表徵的轉換。國立台灣師範大學數學研究所碩士
論文。 
16.  教育部國語推行委員會（編） （1994） ：重編國語辭典修訂本網路版。
取自於 http://dict.revised.moe.edu.tw。 
17.  楊龍立（2006） ：講述式教導及接受式學習的實施-前導組織的探討。
科學教育研究與發展季刊，2006 專刊，64-74。 
18.  蔡志仁（民 89） 。動態連結多重表徵視窗環境下橢圓學習之研究。國
立台灣師範大學數學研究所碩士論文。 
19.  謝豐瑞（民 97） ：中學數學教師專業發展指標之研究－子計畫四：中
學教師數學教學能力專業發展研究(3/3) ，進行中尚未發表。行政院國
家科學委員會專題研究計畫。 
20.  謝豐瑞，等（民 96） ：國中數學領域教師教學專業發展工作坊成果彙
編。國立台灣師範大學數學系。 
21.  魏世台（民 70） ：奧素伯認知教學理論之分析研究。台北師範大學教
育研究所碩士論文。 
英文部分 
1.  Ausubel, D. P.（1963）. The psychology of meaningful verbal learning. 
New York : Grune & Stratton. 
2.  Ausubel, D. P.（1968）. Educational psychology: A cognitive view. New 
York: Holt, Rinehart & Winston. 
3.  Ausubel, D. P. & Robinson F. G. （1969） . School learning – an introduction 
to educational psychology. N. Y. : Holt, Rinehart & Winston. 
4.  Ausubel, D.P., Novak,.J .D., & Hanesian,H. （1978） .Education psychology.
（2nd ed）N. Y. : Holt, Rinehart & Winston. 
5.  Barnes, B.R. & Clawson, E. U. （1975）  .Do advance organizers facilitate 參考文獻 
153 
 
learning? Recommendations for further research based on analysis of 32 
studies. Review of educational research,1975, 45,637-659. 
6.  Dickey, E.M.（1993）. The Golden Ratio: A Golden Opportunity to 
Investigate Multiple Representations of a Problem.   The Mathematics 
Teacher, 86(7), pp.554-557. 
7.  Dubinsky, E., Elterman, F.,＆Gong C.（1988）.The student’s construction 
of quantification. For the Learning of Mathematics—An International 
Journal of Mathematics Education ,8, pp. 44–51. 
8.  Goldin, G. A. （ 1987 ） .Cognitive Representational Systems for 
Mathematical problem solving. Problems of representation in the teaching 
and learning of mathematics. Edited by Claude Janiver,pp.125-145. 
9.  Goldin, G. A. （1998）.Representational systems, learning, and problem 
solving in mathematics. Journal of mathematical behavior, 17(2), 
p137-165. 
10.  Hiebert, J. & Lefevre, P.  （1987）.Conceptual and Procedural Knowledge 
in Mathematics: An Introductory Analysis, ed. Hiebert,J. Conceptual and 
Procedural Knowledge: The Case of Mathematics. Hillsdale, NJ:Erlbaum. 
11.  Herscovics, N.（1979）.A learning model for some algebraic concepts.   In 
K. Fuson, ＆ W. Geeslin, (Eds.), Explorations in the modelling of the 
learning of mathematics, pp.98-116.   Columbus. 
12.  Hirsch, C.R.（1976）.Making Mathematical Induction Meaningful. School 
Science and Mathematics, 76(1), 27-31. 
13.  Howson, G.（2005）.“Meaning” and School Mathematics. Meaning in 
Mathematics Education.(pp.17-38) Springer. 
14.  Janvier, C.（1987a）.Representation and Understanding: The Notion of 參考文獻 
154 
 
Function as an Example.  In Janvier, C. (ed), Problems of Representation 
in the Teaching and Learning of Mathematics, 67-71.   USA, LEA. 
15.  Janvier, C.（1987b）.Representation and Understanding: The Circle as an 
Example.   In Janvier, C. (ed), Problems of Representation in the Teaching 
and Learning of Mathematics, 67-71.   USA, LEA. 
16.  Janvier, C.（1987c）.Translation progress in mathematics.  In Janvier, C. 
(ed),  Problems of Representation in the Teaching and Learning of 
Mathematics, 27-32.   USA, LEA. 
17.  Joyce, B. & Weil, M.（1986）.Models of teaching. N. J.：Prenitce-Hall. 
18.  Joyce, B., Weil, M., &Calhoun, E.（2004）.Models of teaching. Boston : 
Allyn and Bacon. 
19.  Kaput,J.J. （1987a） .Representation Systems and Mathematics. Problems of 
representation in teaching and learning mathematics. Edited by Claude 
Janvier:Lawrence Erlbaum,Hillsdale,NJ.pp.19-26. 
20.  Kaput, J. J. （1987b） .Towards a Theory of Symbol Use in mathematics.   In 
Janvier, C. (ed), Problems of Representation in the Teaching and Learning 
of Mathematics, 67-71.   USA, LEA. 
21.  Kaput, J.J. (1989） .Linking representations in the symbol systems of 
algebra. In S. Wagner & C. Kieran (Eds.) Research issues in the learning 
and teaching of algebra. Erlbaum, Hillsdale, NJ (1989), pp. 167–194. 
22.  Karmiloff-Smith, A.（1984）.Children’s problem solving. In M.E. Lamb, 
A.L. Brown, & B. Rogoff (Eds.), Advances in Developmental Psychology, 
vol.3 (pp.39-90). Hillsdale, N. Jersey: Lawrence Erlbaum Associates. 
23.  Karmiloff-Smith, A.（1986）."Stage/structure versus phase/process in 
modeling linguistic and cognitive development". In I. Levin (Ed.) Stage 參考文獻 
155 
 
and Structure: Reopening the debate. New York: Ablex, 164-190. 
24.  Kember, D. （ 1991 ） .Instructional design for meaningful learning. 
Instructional Science, 20, 289–310. 
25.  Kieran, C.（2007） .Learning and teaching algebra at the middle school 
through college levels - building meaning for symbols and their 
manipulation.  The Second Handbook of Research on Mathematics 
Teaching and Learning Vol.3, 707-762.NCTM. 
26.  Kilpatrick, J., Hoyles, C. & Skovsmose, O.（2005）.Meanings of Meaning 
of Mathematics. Meaning in Mathematics Education.(pp.9-16) Springer. 
27.  Kinnear, J. （ 1994 ） .What Science Education Really Says about 
Communication of Science Concepts. Paper presented at the Annual 
Meeting of the International Communication Association (44th, Sydney, 
New South Wales, Australia, July 11-15, 1994). 
28.  Lave, J. & Wenger, E.（1991）.Situated Learning: Legitimate Peripheral 
Participation. New York: Cambridge University Press. 
29.  Lesh, R.（1979）.Mathematical learning disabilities: Consideration for 
identification, diagnosis, and remediation. In R. Lesh, D. Mierkiewicz, & 
M. G.Kantowski (Eds.). Applied mathematics problem solving. 
(pp.235-264) Columbus. 
30.  Lesh, R.（1981）.Applied Mathematical Problem Solving. Educational 
Studies in Mathematics, v12 n2, p235-264. 
31.  Lesh, R., Post, T., & Behr, M.（1987）.Representations and Translations 
among representations in mathematics learning and problem solving. 
Problems of representation in the teaching and learning of mathematics. 
Edited by Claude Janiver,(pp.33-40). 參考文獻 
156 
 
32.  Markovits, Z., Eylon, B., ＆ Bruckheimer, M.（1988）.Difficulties 
Students Have with the Function Concept.   In A. F. Coxford, (1988 
yearbook Ed.), The ideas of algebra, K-12, pp.43-60.   University of 
Michigan. 
33.  Mayer, R. E.（1979）.Can Advance Organizers Influence Meaningful 
Learning？Review of Educational Research, v49 n2 p371-83 
34.  Mayer, R. E.（1987）.Educational psychology: a cognitive approach. 
Lawrence Earlbaum. 
35.  Mayer, R. E.（1992）.Thinking, problem solving, cognition. New York : 
W.H. Freeman. 
36.  Mayer, R. E.（2002）.Rote versus meaningful learning.  Theory into 
Practice,   41(4), 226. 
37.  Meira. L.（1996）.Students' early algebraic activity: Sense making and the 
production of meanings in mathematics. In L. Puig and A. Gutierrez (eds). 
Proceedings of the 20
th Conference of the International Group for the 
Psychology of Mathematics Education, Vol. 3. p.377-384. 
38.  Royer , J. M. & Cable, G . W .（1975）.Facilitated learning in connected 
discourse. Journal of Educational Psychology, 67, 116-123. 
39.  National Council of Teachers of Mathematics.（2000）.Principles and 
standards for school mathematics. Reston, VA : NCTM 
40.  Noss, R. & Hoyles, C.（1996）.Windows on Mathematical Meanings: 
learning cultures and computers. Kluwer, Dordrecht. 
41.  Radford, L.（2004）.Syntax and meaning. In M. J. Hoines and A. B. 
Fuglestad (eds.), Proceedings of the 28 Conference of the international 
group for the psychology of mathematics education (PME 28), Vol. 1, pp. 參考文獻 
157 
 
161-166. Norway: Bergen University College. 
42.  Rubenstein & Thompson（2001）. Learning Mathematical Symbolism: 
Challenges and Instructional Strategies. Mathematics Teacher, v94 n4, 
p265-71 ,Apr 2001. 
43.  Rumelhart, D. E. & Norman, D. A.（1978）.Accretion, tuning, and 
restructuring: three modes of learning. In J. W. Cotton & R. L. Klatzky 
(Eds.). Semantic factors in cognition (pp.37-53). Hillsdale, NJ: Lawrence 
Erlbaum Associates. 
44.  Skemp,R. R.（1989）.Mathematics in the primary school. London : 
Routledge. 
45.  Shuell, T. J. （1990） .Phases of Meaningful Learning. Review of Educational 
Research, 60(4), 531. . 
46.  Sigurdson , S. E. & Olson, A. T.（1992）. Teaching Mathematics with 
Meaning. Journal of Mathematical Behavior, 11(1),37-57. 
47.  Skovsmose, O.（2005）.Meaning in Mathematics Education. Meaning in 
Mathematics Education (pp.83-100). Springer. 
48.  Spiro, R. J., Coulson, R. L., Feltovich,P. J. & Anderson, D. K.
（1988）.Cognitive flexibility theory: Advanced knowledge acquisition in 
ill-structured domains(Tech. Rep. No.5). Springfield, IL: Southern Illinois 
University School of Medicine, Conceptual Knowledge Research Project. 
49.  Usiskin, Z.（1996）. Mathematics as a language. Communication in 
Mathematics k-12 and Beyond:1996 yearbook(pp.231-243). Reston, 
VA:NCTM.  
50.  Wall’s, G.（1926）.  The art of thought. New York：Harcourt Brace 
Jovanovich.  附錄 A 
A‐1 
 
附錄 A：教材組織安排 
一、宋老師教學的教材組織與呈現 
宋老師任教於台北縣某國立高中，任教年級為一年級。研究者選取的觀察單
元為 sigma 符號、數列的極限、多項式函數、二次函數和分式不等式共五個單元。  
宋老師平時上課讓學生自行抄筆記，所以可以從老師的上課板書看出，是有
條理的，也搭配課本及坊間講義讓學生做習題及當作回家作業。另外，每一節上
課的十分鐘，會請小老師在黑板上寫兩個上一節課講過的題目當作小考，再繼續
接下來的上課。 
宋老師的上課方式經常使用問答式教學，會提出許多問題問學生，而非純講
述式教學。被觀察的班級其學生反應也非常踴躍，可以從教師與學生互動中看
出，教師的教學是顧及到學生認知理解。接下來我們一一來看五節課的教學流程
與教師呈現方式。 
甲、教學主題：sigma 符號 
＊  教學流程與呈現方式 
課堂開始先問學生作業有沒有遇到的問題，學生提出有兩題不會做之後，老
師講解完畢就開始介紹新概念，sigma 符號。這節課的教材安排順序與呈現方式
如下表 A‐1‐1。 
表 A‐1‐1：sigma 符號教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
07:40  sigma 符號介紹  老師講解 
09:16  舉例說明
8
1 k
k
= ∑ 、
18
11 k
k
= ∑   跟學生討論 
12:02 
10
1
3
k
k
= ∑  
學生提問：數列都差 1？
老師舉例 附錄 A 
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12:58 
6
2
1 k
k
= ∑  
教師提問：是否都為等差
數列？ 
14:05 
將7 10 13 304 ++++ "  
用 sigma 表示 
教師提問：如何將連加式
反過來用 sigma 表示？ 
老師講解、搭配師生問答
18:35 
由例題的結果說明
100
1
(3 4)
k
k
=
+ ∑ 和
100
1
34
k
k
=
+ ∑ 是
不同的 
老師講解 
19:34 
等比級數的例子，將
10 42
32 3
33
⎛⎞ +++ +⎜⎟
⎝⎠
" 用
sigma 表示 
學生練習後，老師講解 
22:24 
例題13 9 5 ( 103) +++ + − " 、
22
62
3 729
+++ + "  
學生練習，指派同學上台
寫，再由老師講解 
32:13 
課本隨堂練習3 10 17 346 ++++ " 與
1
16 8 4
256
+++ + "  
學生練習，指派同學上台
寫，之後對答案 
37:15  結束 
 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐1‐1‐1：sigma 符號 
¾  特徵 
1.  一開始就丟出 sigma 符號與其結構，由淺入深用四個例子說明。 
2.  透過提問進行教材的轉折，開始教學生將連加式用 sigma 符號。 
學生練習 
由淺至深 
形式、結構  例子  反向概念  例子  題目
等差 、 等比 
    提問  老師說明 
學生練習 
老師介紹 
師生討論 附錄 A 
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3.  讓學生做練習鞏固概念。 
 
＊  說明 
    開始介紹新概念 sigma 符號時宋老師直接寫下符號後，問學生這個符號怎麼
唸，然後開始說明這個符號的用法，並強調兩件事情，第一個要加 「多少」 東西？
第二個要加「什麼」東西？接著逐步告訴學生這些資訊要寫在哪裡，並透過實際
例子：1 加到 8 要怎麼記。再改變開始的數字，改由 11 加到 18。接著有學生提
出老師的例子是差為 1，所以老師又舉
10
1
3
k
k
= ∑ 這個例子。講完後又說明了一個不
是等差級數的例子
6
2
1 k
k
= ∑ 的例子。 
    老師將讓學生熟悉這個符號後，開始要學生做反向的問題，也就是給一個等
差級數的連加的式子(7 10 13 304 ++++ " )，將其用 sigma 表示。但學生無法很快
地寫出來，老師就引導學生解決。之後透過等比級數的例子
(
10
42
32 3
33
⎛⎞ +++ +⎜⎟
⎝⎠
" )，給學生一點時間自行練習，老師再講解。 
    老師為了加深學生印象又出了兩個題目：13 9 5 ( 103) + ++ + − " 與
22
62
3 729
+++ + " ，一個是等差級數、一個是等比級數都要改成用 sigma 表示。
老師讓學生練習，並請兩位同學上台做，學生練習時老師在台下巡視同學作答的
情形。 
    最後，請學生做課本中兩題隨堂練習：3 10 17 346 + +++ " 與
1
16 8 4
256
+++ + " ，指定學生上台寫出答案並對答案後，這堂課結束。 附錄 A 
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乙、教學主題：數列的極限 
＊  教學流程與呈現方式 
    這是 2‐2 無窮等比級數的第一節課。宋老師的教材安排順序與呈現方式如下
表 A‐1‐2： 
表 A‐1‐2：無窮等比級數教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
01:03 
無窮數列 
例 1  :1,2,3, , , nn <> ""  
例 2  2 :2,4,6, ,2 , nn <> ""  
提問：哪一種數列會無窮？ 
學生舉例 
02:17  討論數列的趨勢 
提問：無窮數列要看它的什
麼？ 
03:52 
例 3 
11 1 1 1 1
:,,, , ,
2 2 4 8 16 32
n
⎛⎞ <> ⎜⎟
⎝⎠
" 
老師舉例，請學生講出 
提問：它會愈來越靠近零嗎？
05:10  畫數線表示 
05:50  「趨近」的概念  老師講解、搭配師生問答 
07:36  例 4  () 1 :1, 1,1, 1,
n <− > − −" 
提問：你覺得呢有沒有什麼趨
勢？ 
師生問答 
08:28 
例 5 
11 1 1
:1, , , , 0
234 n
<> → "  
師生問答 
09:00  畫數線表示 
09:48 
例 6 
1 111
1: 2 , 1 , 1 , 1 ,1
234 n
< +> → "  
提問：是不是所有的數列都會
趨近於零？ 
11:20  畫數線表示 
12:02  例 7  3 1:2 ,5 ,8 , n <− + >− − − " 
提問：你們覺得這個會不會趨
近於誰？ 
師生問答 
12:38  例 8 
11 1 1 1
:, ,, , 0
22 4 8 1 6
n
⎛⎞ <− > − − → ⎜⎟
⎝⎠
"
提問：你們覺得這個會不會趨
近於誰？ 
師生問答 
14:09 
名詞：收斂數列、發散數列、極限 
極限的記法：
1
lim 0
2
n
n→∞
⎛⎞ − = ⎜⎟
⎝⎠
 
師生問答 
老師講解 
18:50 
將之前的數列歸納整理 
並用極限符號寫出來 
師生問答 
學生練習 附錄 A 
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＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐1‐1‐2：數列的極限 
¾  特徵 
1.  教材安排上從數值例子開始，例子漸進式由淺入深且多樣。 
2.  從數值中請學生發現數列的特性並畫圖呈現，介紹出收斂趨近的概念。 
23:29  例題  lim
1 n
n
n →∞ +
、lim(2 1)
n n
→∞ + 、
3
lim( )
2
n
n→∞   老師講解、搭配師生問答 
27:00  比較
1
lim 0
2
n
n→∞
⎛⎞ = ⎜⎟
⎝⎠
和
3
lim
2
n
n→∞
⎛⎞
⎜⎟
⎝⎠
  老師講解、搭配師生問答 
27:41 
針對無窮等比數列
n r < >討論 
1 r = ： 1 :1,1,1,1, 1
n <> → "  
老師講解、搭配師生問答 
32:35 
n a α <> → 的定義， 
舉例用定義解釋 1
n <> 、 2
n < >  
老師講解、搭配師生問答 
37:01 
無窮等比數列
n r <> 討論 
0 r = ： 00
n < >→ ； 1 r = − ： (1 )
n < −>
老師講解、搭配師生問答 
38:07 
畫數線討論每一個區間區收斂情形 
1 r > 、01 r << 、 10 r −< < 與 1 r < −  
老師講解 
畫數線跟學生討論 
39:55 
總結
n r < >：收斂  當 11 r − <≤ 
發散  其他 
老師總結 
41:04  結束 
學生舉例 
老師舉例 
師生討論 
畫圖呈現 
形式、定義  例子  符號 例子
不同類型 
學生觀察 
畫圖呈現 
老師介紹 
概念歸納 
由淺至深、類型多樣 
學生練習  老師講解 
師生問答 附錄 A 
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3.  由概念轉換到極限符號的記法，並讓學生練習。 
4.  透過三個例題解說概念。 
5.  最後作一般化的總結討論無窮等比數列
n r < >的斂散性。 
6.  視學生的理解情形做教學的調整，如： 1
n < >的收斂情形學生意見有分歧，老
師進一步解釋收斂的意義。 
 
＊  說明 
宋老師一開始從介紹無窮數列開始談起，請學生舉例會無窮的數列，並透過
一連串的數值實例
1讓學生觀察數列的趨勢，藉由觀察每個數列的特性，介紹這
個概念中的一些名詞，如：收斂數列、發散數列、極限…等，再逐步引進數列極
限的記法。讓學生練習之前講過的數列，請學生將有收斂的數列用新教的紀錄方
式寫出來。 
    接下來出了lim
1 n
n
n →∞ +
、lim(2 1)
n n
→∞ + 、
3
lim( )
2
n
n→∞ 三個例題，讓學生找出極限。老
師從
1
lim( ) 0
2
n
n→∞ = 與
3
lim( )
2
n
n→∞ 不存在，想要找出無窮等比數列的收斂與發散，於是
就由
n r <> 開始跟學生討論起，從r 的範圍來看數列的斂散性。 
    討論 1 r = 情形時，有些學生覺得數列收斂，但也有學生覺得數列發散，老師
覺得學生對收斂的定義不清楚，就解釋極限的定義 n a α < >→ ，也就是微積分中
ε δ − 的定義方式，只是老師是用數值來解釋，沒有使用 , ε δ 的符號。並舉剛剛
的例子1
n 與2
n 來解釋給學生聽。 
     接著就繼續回去討論
n r <> 的斂散性：當 0 r = 、 1 r = − 、 1 r > 、01 r << 、
10 r −< < 與 1 r <− 的情形，並做總結當 11 r − <≤時，數列
n r < >會收斂。 
 
                                                  
1  請參考表 4‐1‐2，例子的鋪陳在第一節概念引入中有詳細的介紹，請見??頁。 附錄 A 
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丙、教學主題：多項式函數 
＊  教學流程與呈現方式 
    這節課是 3‐4 多項式函數的第一節課，宋老師的教材安排順序與呈現方式如
下表 A‐1‐3： 
表 A‐1‐3：多項式函數教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
00:00  複習函數概念 
抽問學生，老師用同學喜歡
對象做比喻 
03:13 
函數的定義  
名詞介紹：自變數、應變數 
老師講述、搭配師生問答 
08:08 
函數對應的圖形表徵 
名詞介紹：定義域、對應域、值域
 
老師講述、搭配師生問答 
11:24  隨堂練習  學生練習 
12:19 
將之前多項式用 () f x 表示的理由做連
結，正式介紹多項式函數
 
提問：為什麼之前我們可以
把多項式用 () f x 表示？ 
老師講述、搭配師生問答 
17:12  n次多項式函數(n次函數)的介紹  老師講述、搭配師生問答 
19:55 
介紹函數圖形  
老師講述、畫圖呈現 
25:15  零次函數的圖形 () , 0 fx aa = ≠   老師講述、搭配師生問答、附錄 A 
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畫圖呈現 
28:40  零函數 () 0 fx= 的圖形  老師講述、畫圖呈現 
29:38  常數函數  老師講述、搭配師生問答 
31:05  一次函數 () , 0 fx a x ba =+ ≠   老師講述、搭配師生問答 
32:38 
鉛垂線是否為函數圖形  
提問：鉛垂線是否為函數圖
形？ 
畫圖呈現，師生討論 
33:50 
一次函數的圖形
老師講述、畫圖呈現 
35:38  線型函數  老師講述 
36:33  結束 
 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐1‐1‐3：函數概念 
 
老師講解 
師生問答 
名詞介紹 
老師舉例 
概念  例子  題目
學生練習 
使用多種表徵  比喻 附錄 A 
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圖 A‐1‐1‐4：多項式函數與其圖形 
¾  特徵 
1.  先對函數作完整的介紹，運用多樣表徵，搭配隨堂練習讓學生練習。 
2.  教材安排依照次序，從函數到多項式函數，從零次函數到一次函數。 
3.  透過提問進行概念的連結， 「為什麼之前可以把多項式用 () f x 表示？」 
 
＊  說明 
    宋老師一開始先複習函數概念，由於大部分學生不記得，所以將函數概念再
仔細講解一次，一一介紹函數概念中的許多名詞：自變數、應變數、定義域…等。
介紹概念時，同時使用函數常用的多種表徵來介紹，從舉例喜歡同學的對應關係
出發，定義出現，圖形表徵方式來介紹函數，之後讓學生做一個隨堂練習釐清概
念。 
    講完後將之前的內容與這裡要教的概念做連結，老師提出「為什麼多項式可
以用 () f x 來表示」與學生討論，說明多項式也是函數，就正式介紹多項式函數
以及相關用語。 
    接著與學生討論多項式的函數圖形，從最簡單的零次多項式開始討論起，教
學生畫圖以及說明常數函數包括零次函數與零函數。順著教學脈絡接下來討論到
一次函數，但中間跳回去講鉛直的直線不是函數圖形。再繼續一次函數時，因為
之前有講過，就以複習的方式講解，講到一半就鐘聲響起，老師最後再用一點點
時間說明線型函數包括常數函數與一次函數，並指派回家作業。 
師生討論 
畫圖呈現 
由簡入深逐項討論
老師講解 
圖形 概念  例子 結構 
師生討論 附錄 A 
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丁、教學主題：二次函數 
＊  教學流程與呈現方式 
    這節課是 3‐4 的第二節課，老師一開始先問學生回家作業是否有問題，學生
並未提出疑問，所以就開始上課，這節課的前九分多鐘是延伸上一節未講完的一
次函數，說明 () y fx a x b == + 圖形的遞增與遞減情形。接著才進入二次函數的
討論。宋老師的教材安排順序與呈現方式如下表 A‐1‐4： 
表 A‐1‐4：二次函數教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
00:32  複習線型函數  老師講述 
02:20 
畫一次函數 () y fx a x b == + 的圖形分 0 a > 、
0 a < 兩種  
老師講述 、 搭配師生
問答 
畫圖呈現 
04:06 
觀察一次函數的遞增、遞減 
老師講述 、 搭配師生
問答 
09:54  介紹二次函數 
老師講述 、 搭配師生
問答 
11:09 
畫
2 () y fx x == 的圖形
 
老師畫圖呈現 ， 師生
討論 附錄 A 
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17:46 
討論圖形的特徵  
抽問學生 ， 師生討論
25:32 
2 () 2 f xx =   的圖形 
學生練習 ， 老師下台
巡視 
28:30 
觀察
2 () 2 f xx = 的圖形，與
2 () f xx = 、
2 1
2
yx = 的
圖形比較，討論係數與開口大小
 
老師講解 、 搭配師生
問答，畫圖呈現 
30:50  「伸縮」概念  老師講解 
33:10 
討論圖形往下的情形
2 y x = −  
師生討論 、 搭配師生
問答，老師畫圖 
34:35 
領導係數與圖形的關係，  歸納整理
2,0 ya x a =≠ 的圖型特徵
老師講解 、 搭配師生
問答 
38:49 
2 () 1 fx x =+ 的圖形， 
學生練習畫圖 ， 老師
講解 、 搭配師生問答附錄 A 
A‐12 
 
並討論「上下的平移」  
42:00 
2 () ( 1 ) fx x =−的圖形，與
2 () f xx = 比較 
並討論「左右的平移」
學生練習畫圖 ， 老師
講解 、 搭配師生問答
46:28  結束 
 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐1‐1‐5：二次函數及其圖形教學流程圖 
¾  特徵 
1.  教材安排順序上，直接切入二次函數的定義。 
2.  透過最簡單的二次函數例子開始教學。 
3.  老師讓學生自己觀察圖形特徵，不是由老師直接告知。 
4.  由老師作結構性的歸納，例：
2,0 ya x a = ≠ 的圖形特徵。 
5.  不斷使用不同例子講解概念。 
師生討論 
老師歸納  師生討論 
老師歸納 
由淺入深 
例子 
師生討論 
定義  例子 例子 
圖形
與 
特徵 
師生討論 
學生練習  學生練習 
平移 
概念 
領導係 
數與圖 
型概念 
老師講解 
師生問答 附錄 A 
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＊  說明 
    介紹二次函數及其圖形時，宋老師從
2 () y fx x = = 的函數開始畫圖，並與學
生討論圖形的特徵：有最低點、對稱於 y 軸、是拋物線、當 0 x > 時圖形遞增、
當 0 x < 時圖形遞減。 
    介紹完
2 y x = 的圖形後，要學生自己在筆記上畫
2 () 2 f xx = 的圖形，老師此
時黑板上先畫了
2 y x = ， 等學生畫的差不多後老師開始講解和畫圖 ， 以及與
2 y x =
的圖形做比較。 
    老師繼續這個話題，口頭討論
2 x 項的係數不同，圖形的開口大小關係，接
著畫
2 1
2
yx = 的圖形，並從伸縮的角度來介紹。以上的討論都限於圖形開口向上
的，於是老師就開始與學生討論圖形向下的情形，然後對
2,0 ya x a = ≠ 的圖形特
徵最歸納總結。 
    討論完
2,0 ya x a =≠ 的情形後，請學生畫 
2 () 1 fx x = + 的圖形，並從圖形向
上平移的觀點切入。有了向上平移，老師請學生畫
2 () ( 1 ) fx x = − 的圖形，介紹向
右平移，下課鐘聲響起後，老師在花一點點時間將平移的概念講得更仔細。 
 
戊、教學主題：分式不等式 
＊  教學流程與呈現方式 
    這節課是 3-6 不等式中的第五節課，宋老師接續前一節課教的絕對值不等式
概念作延伸後，才進入新概念分式不等式。在這節課中，宋老師的教材安排順序
與呈現方式如下表 A‐1‐6： 
表 A‐1‐6：分式不等式教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
00:00  絕對值不等式，21 3 x < +<、 
學生先練習，老師講解、搭配
師生問答 
05:40  11 3 x −< −+ <  
學生先練習，老師講解、搭配
師生問答 
13:05  分式不等式介紹  老師講述、搭配師生問答 附錄 A 
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14:21 
1
0
x
>   老師舉例講解，師生討論 
17:33 
3
0
2 x
−
>
−
  老師舉例講解、師生討論 
19:01 
1
0
(1 ) (2 ) xx
>
−+
  老師舉例講解 
21:02  0
1
x
x
>
−
  老師舉例講解，師生討論 
24:15 
1
0
(1 )
x
xx
−
≤
+
  學生練習後，老師講解 
30:24 
老師舉例說明 
不等式右邊不是零的例子
1
1
x
>  
老師講解，師生討論 
32:57  結束 
 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
圖 A‐1‐1‐6：分式不等式教學流程圖 
¾  特徵 
1.  教材安排上先說明定義形式 ， 在由最簡單的形式(不等式的一邊都為零的情形)
逐漸加深難度。 
2.  師生討論讓學生自己說出解題想法。 
3.  教材內容偏向於解題，以許多例子教導學生解題程序。 
 
＊  說明 
    宋老師前一節課教絕對值不等式，已經講過  ax b k + < 這類型的不等式，所
師生討論 
由淺入深 
例子 題目
學生練習 
定義、 
形式 
老師講解 
師生問答 附錄 A 
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以上課一開始延伸絕對值不等式，給學生絕對值兩邊都有範圍的不等式：
21 3 x <+ <，讓學生先練習然後再講解。做完了這題又再舉一個相似的例子
11 3 x −< −+ < 。 
    講解完後開始介紹「分式不等式」 ，先說明完分式不等式的定義後，老師從
最簡單的不等式
1
0
x
> 開始討論起，讓學生說出解題想法，學生學會解題後，逐
漸加深不等式的難度，透過以下幾個例題一一與學生討論：
3
0
2 x
−
>
−
、
1
0
(1 ) (2 ) xx
>
−+
、 0
1
x
x
>
−
。 
    老師講解完之後，出了一個類似題
1
0
(1 )
x
xx
−
≤
+
，讓學生先練習，只是之前的
例子都是大於，這題改成含有等於的不等式，再與學生討論等號產生的影響。 
    這些例子中，不等式的一邊都是零，於是老師就提出問題問學生： 「如果不
是零的情形怎麼解？」 並舉這樣的例子
1
1
x
> 跟學生討論，解到(1 ) 0 xx −> 之後就
請學生上台繼續完成，這節課就上到這裡結束。 
 附錄 A 
A‐16 
 
二、李老師教學的教材組織與呈現 
    李老師任教於台北市立某高中，任教年級為二年級。研究者選取的觀察單元
為平面中的直線參數式、空間概念和平面方程式。 
    李老師平常上課是透過自編講義來教學，所以學生跟隨著老師的講義寫筆記
與做練習題。另外，學校數學科有自編一套教材，李老師將此教材中的題目當作
作業給學生平時練習。 
甲、教學主題：平面中的直線參數式 
＊  教學流程與呈現方式 
這節課是 1‐3 是介紹平面向量的坐標表示，教學中老師呈現許多概念，研究
者選取其中的直線參數式來介紹，所以從 29 分 55 秒開始。李老師的教材安排順
序與呈現方式如下表 A‐2‐1： 
表 A‐2‐1：平面中直線參數式教學流程 
時間  教材安排順序  呈現方式 
29:55  生活例子：林義傑跑步  老師講述 
31:40 
說明各時刻的位置 
 
老師講述並適時提問、畫圖表示
33:08 
放到坐標平面中、不同起始點 
老師講述並適時提問、畫圖表示
35:50  名詞介紹：參數  老師講述 
36:21 
寫出參數式  
老師講述並適時提問 
37:32  介紹方向向量  老師講述 附錄 A 
A‐17 
 
直線的方向向量會互相平行  提問：方向向量有幾個啊？ 
39:18 
跑步速度增為兩倍，參數式的寫法
老師講述並適時提問，畫圖解說
43:56 
例 9 (1) (2 , 1 ) , ( 3 , 0 ) AB − ，請寫出直線
AB 的一個方向向量 
學生練習，老師  口頭解說 
49:44  結束 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐2‐1‐1：平面中直線參數式的教學流程 
¾  特徵 
1.  透過跑步例子，將直線參數式的概念帶給學生，引起學生興趣。 
2.  「參數」的出現是有意義的，並非直接告訴學生。 
3.  搭配圖形說明內容。 
4.  最後出題目給學生練習。 
 
＊  說明 
李老師這節課介紹，是透過生活情境引入
2。老師先說明跑步者位置的情形，
再放入坐標平面討論，將直線參數式的概念教給學生。 
                                                  
2  請參考本章第二節第??頁的說明。 
師生討論 
切換情境 
生活例子  題目
學生練習 
定義、
形式 
老師說明 
畫圖呈現 附錄 A 
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將跑步者每時刻所在的位置讓學生感受到由t在控制，引出參數，再將每一
點用t及一個方向向量表示出來，寫成參數式。之後開始介紹「方向向量」 ，用一
個提問帶出方向向量不唯一，又配合之前的例子改變情境再做解說，同時也說明
參數式的寫法不唯一。也就是由例子出發介紹概念後，再使用例子改變部分條件
說明另一個概念。 
最後讓學生作一題方向向量的練習。由於時間不夠，所以有關其他直線參數
式的例子，就沒有在這堂課中呈現。 附錄 A 
A‐19 
 
乙、教學主題：空間概念 
＊  教學流程與呈現方式 
    這節課是介紹空間概念的第一節課，課堂一開始有幾名學生尚未進入教室所
以李老師就與班上同學閒聊，並處理班務，三分多鐘後才正式進入主題。李老師
的教材安排順序與呈現方式如下表 A‐2‐2： 
表 A‐2‐2：空間概念教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
03:34 
講義中前言：組成空間中所有圖形與物體的元素
為點線面，在這一節裡我們將探討將來會用到的
一些空間中會使用的性質與定理，這些都來自於
歐幾里得在幾何原本中，把基礎建立在少數幾個
公設上，用邏輯推演的方式得來的結果。 
老師講述 
05:21  平面和空間有什麼不同  提問、舉例說明 
07:54 
生活中跟四度空間、五度空間及麥田圈有關的話
題 
老師介紹 
11:33  平面上和空間中兩兩距離皆相等的點 
老師講述、畫圖呈
現、師生討論 
15:44 
在黑板上畫一條線跟在地板畫一條線是一樣還是
不一樣？ 
老師提問 
畫圖呈現 
16:50 
空間中相異兩直線的相交情形(重合、平行、交一
點、歪斜)  
老師講述、實物操
作、畫圖呈現，學
生舉例 
19:48 
例一長方體 ABCD-EFGH 的 12 條稜線延長為 12
條直線，共可決定幾對歪斜線？ 
 
 
 
 
老師講解並適時提
問 
實物操作 
22:50  請畫出在例一中與 BC 歪斜的直線 
學生練習 
老師下台巡視 
A 
B  C 
D 
E 
F  G 
H 附錄 A 
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25:14  歪斜線的公垂線有幾條  老師講述 
26:22 
兩歪斜線在一平面上的投影  
學生操作 
老師畫圖 
28:55  空間中的平面的性質，公設介紹  老師講解 
30:26  (1)通過空間中相異兩點，恰有一直線存在  老師講解 
30:34  (2)空間中不共線三點可以決定為一的平面  老師講解 
30:58  (3)  若平面E 包含直線L上相異兩點則LE ⊂   老師講解 
33:12 
(4)  任意兩平面若相交，則交集至少包含相異兩
點 
老師講解，舉例說
明，畫圖呈現 
35:33 
兩平面不會這樣交嗎？  
老師提問，實物操
作，老師講解 
36:49 
決定平面的條件
老師講解 
畫圖呈現 
39:26 
類題  如圖 '''' ABCD A B C D − 為正立方體的八個
頂點，下列哪些線段會與 ' A B 共平面？ 
(A) ' BC  (B) AC  (C) ' DB   
(D)  ' DD  (E)  ' CD  
 
 
學生練習 
老師下台巡視 
老師講解 
畫圖呈現 
實物操作 
44:00 
直線與平面的關係  
老師講解 
45:42 
討論直線與平面垂直的情況  
畫圖呈現，實物操
作，老師講解 
50:41  結束 
 
 
 
D
A B
C
' D
' A ' B
' C附錄 A 
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＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐2‐2‐1  空間概念與兩直線相交情形教學流程 
 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐2‐2‐2  空間中的平面教學流程 
 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐2‐2‐3 直線與平面的關係之教學流程 
例子  例子
學生操作 
活動 概念 
概念 
比較 
概念、
結構  題目 
學生練習  老師說明 
實物操作 
老師講解 
實物操作 
畫圖呈現 
學生舉例 
老師說明 
畫圖呈現 
師生討論 
老師拋問 
多種表徵  多種表徵 
概念  結構 
多種表徵 
老師講解 
畫圖呈現 
實物操作 
畫圖呈現 
老師講解 
數學證明 
例子 公設 
概念、
結構 題目 
學生練習  老師講解 
畫圖呈現 
師生討論 
多種表徵 
多種表徵 
師生討論 
老師講解 
畫圖呈現 附錄 A 
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¾  特徵 
1.  教學順序安排上有三大主題，每個概念中都還有子概念，教學內容教零碎，
但是老師有邏輯次序的呈現給學生。 
2.  呈現方式上善用教具與實物適當地搭配解說概念，表徵使用多元。 
3.  善於歸納整理作結構化的呈現 ， 如空間中直線的相交情況 、 決定平面的條件…
等。 
4.  讓學生有練習題目及動手操作活動的機會，不完全是老師講述。 
 
＊ 說明 
李老師先提出平面和空間有什麼不同的問題，接著老師用腳放置的位置做為
例子，讓學生感覺平面座標是不夠描述的，所以需要加一個維度。 
藉由報紙的報導內容跳出主題，提出生活中跟四度空間、五度空間及麥田圈
有關的話題。接著，回到平面和空間關係，並提出平面中與空間中「兩兩距離皆
相等的點」會有幾個的問題，老師說明定義後，與學生有一番討論並證明。 
    再來，利用黑板上的直線與地面上的直線的不同處，探討「空間中的直線」
以及「空間中相異兩直線的相交情形」 ，帶出平面中所沒有的情況「歪斜」 。並提
出一個學生可能會犯錯例子提醒學生，直線是無限延伸的。接著，舉許多歪斜的
例子，第一請同學比歪斜的情形給大家看，第二拿出長方體的教具提出大學學測
考題 「長方體中有幾組歪斜線」 來問學生，第三讓學生自己在講義中的長方體上，
畫出與某一邊的所有歪斜線，並下台巡視學生作答情形。再來介紹歪斜線的公垂
線 。 最後設計一個教學活動 ， 讓學生動手操作歪斜線落在桌面上影子的所有情形 。  
    進行完活動之後，開始討論第二個大主題 「平面」 以及歐基里德的幾個公設，
順著教學發展將話題帶到「兩平面是否只交一點？」 ，並提出兩個學生容易產生
迷思概念的例子，讓學生釐清兩平面相交的狀況。然後花一點點時間教同學畫兩
平面相交的圖形。接著，幫同學歸納整理可以決定平面的條件，並且搭配一個類
題讓學生練習。 附錄 A 
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    類題講完後，接著下一個主題「直線與平面的關係」 ，同樣地老師先做歸納
整理。從中挑出直線與平面垂直的情況跟同學討論，說明直線與垂直的概念後，
簡略說明證明的流程，由於鐘聲響起，並未將過程寫下，留待明天上課繼續。 
     
丙、教學主題：平面方程式 
＊  教學流程與呈現方式 
    在這個單元教學中，李老師要介紹的是空間中平面方程式，由於影片錄製的
關係，只轉錄李老師說明概念的上課內容部分。老師在教這個內容時，是先利用
一堂課的最後十三分鐘開始教概念，下課休息後繼續的上一節課的內容。以下所
呈現的教學流程與呈現方式是依據轉錄後的時間來做教學的時間軸，請見下表
A‐2‐3： 
表 A‐2‐3 
時間  教學流程  呈現方式 
00:41 
在空間中如果給 A、B 兩個點，那到 A和B 會等距
離的點會在哪裡？ 
教師提問 
用實物與畫圖呈現
01:25  回顧在平面中到兩點等距離的點的情形  老師講述 
01:35 
回到空間中的問題，(講義中的想一想：給定空間中
兩點 A和B ，則所有滿足PA PB = 的P 點會形成什
麼？) 
提問：那如果拉到
空間中呢？ 
搭配實物說明 
03:13 
講義做一做：承上，若 (2,3,4) A 、 (9,8,7) B ，則 P 點
所成圖形方程式是？ 
老師講解並適時提
問 
06:23  14 10 6 165 xy z ++ =是平面方程式 
提問：妳不覺得這
很奇怪嗎？ 
06:58 
滿足方程式14 10 6 165 xy z ++ =的點，會不會都到兩
點的距離相等 
老師講述 
07:55  所有平面的方程式都是ax by cz d + += 嗎？ 提問 附錄 A 
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09:50  平面如何決定方向？介紹方向角 
老師講述、畫圖及
實物操作 
11:32  討論平面的方向須透過法向量 
講師講述、實物操
作 
13:01 
討論
2 1 x yz ++= 是平面嗎？
提問：這會不會是
一個平面方程式？
老師講述、畫圖呈
現 
16:39  透過老師經驗說明數學思考  老師講述 
18:35 
介紹法向量的特性：若n
K
為平面E 的法向量，則 
(1)  tn
K
亦為E 之法向量。 
(2)平面上任意非零向量必與n
K
垂直。 
老師講述、畫圖及
實物操作畫圖 
19:58 
介紹平面方程式
 
老師搭配實物講
述，畫圖呈現 
23:34 
證明解釋方程式ax by cz d + += 是平面 
老師講解並適時提
問 
31:54  帶學生看講義中的結論  老師講解 
33:05 
以 (,,) n abc =
K
為法向量的平面方程式可設為
ax by cz k ++=  
老師說明 
34:43 
互相平行的兩平面其法向量互相平行 
互相垂直的兩平面其法向量互相垂直 
老師講解並適時提
問 
35:53  結束 附錄 A 
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＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐2‐3‐1  平面方程式之教學流程 
¾  特徵 
1.  教材內容安排上，先由一個例子引出平面方程式的形式，再透過形式化的說
明，以及雙向的證明確定平面方程式的形式ax by cz d + += 。 
2.  講解過程中利用實物與圖形搭配講解概念。 
3.  教學過程中會丟出許多問題讓學生思考，透過自己的學習經驗告訴學生學習
數學需有思考批判的能力。 
 
＊  說明 
    李老師一開始透過講義中的想一想的問題出發，探討到空間中兩點等距離的
點所形成的圖形作為平面方程式的起頭，並且連結學生舊經驗，將題目拉回到平
面中，延伸探討空間情形。之後延續此問題改用實際數據計算得出方程式，再讓
學生思考這樣的方程式是平面嗎？ 
    接著將內容轉到平面中直線可以用方向向量決定直線的走向，那麼空間中
呢？如何決定平面的方向？老師透過這樣的轉換先介紹方向角，而延伸到法向
量，此時鐘聲響起，於是先將平面可以用法向量決定的概念先作簡單介紹。 
    下一節上課就回到平面的方程式一定是ax by cz d + += 的問題上面，透過一
個有二次項的方程式
2 1 x yz ++=，與學生討論這是否為一個平面，畫圖解釋後
老師說自身學習的經驗，希望養成學生有批判思考的能力，而非只侷限在解題。  
多樣表徵  多樣表徵 
例子  形式  題目 
學生練習  提問 
師生討論 
老師講述 
實物操作 
畫圖呈現 
概念  反向概念 
老師講解 
提問 
概念證明 
畫圖呈現 附錄 A 
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    接著帶學生依照講義中的內容，與學生探討法向量的特性，以及如何確定平
面方程式就是ax by cz d + += 的形式，討論說明之後，老師接著要證明滿足方程
式ax by cz d ++= 的點會是一個平面，解說證明後就帶著學生將剛討論的結果，
在講義中填寫答案。 
    最後老師透過講義中的兩個小重點，跟學生說明兩個概念：知道法向量的平
面可以設成ax by cz k ++= 以及討論互相平行/垂直的兩平面其法向量的關係。 
 附錄 A 
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三、趙老師教學的教材組織與呈現 
    趙老師任教於台北縣國立某高中，任教年級為二年級。研究者選取的觀察單
元為空間概念、空間中的直線方程式和點/直線與球的關係。 
    趙老師的教材是利用坊間出版的講義，老師利用講義教學並自己補充相關內
容做為教學用教材。 
 
甲、教學主題：空間概念 
＊  教學流程與呈現方式 
    這節課是 2‐1 空間概念的第一節課，一開始學生陸陸續續進教室，就先請學
生準備長方體物品，趙老師的教學內容安排順序與呈現方式如下表 A‐3‐1： 
表 A‐3‐1：空間概念教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
01:00  請學生找長方體道具   
03:22  重點一：歐幾里得四個公設  老師講述 
03:42 
公設一：通過空間中相異兩點，恰有一直線
存在 
老師講述並適時提問 
03:56 
公設二：通過空間中不共線的三點恰有一平
面存在 
老師講述並適時提問、
實物操作 
05:42 
公設三：一個平面如果包含直線上相異兩
點，則此平面包含此直線 
老師講述並適時提問、
實物操作 
06:33 
公設四：若兩相異平面上有共同點，那麼此
平面的所有共同點，恰為一直線 
老師講述並適時提問 
07:35  先探討兩平面的相關位置 
老師講述並適時提問、
實物操作、學生示範 
10:45  說明公設四 
老師講述並適時提問、
實物操作 
14:05  重點二：決定平面的四個條件 
老師講述並適時提問、
實物操作 
20:02  重點五：兩平面相關位置 
老師講述並適時提問、
實物操作 
21:29  重點四：直線與平面的關係  老師講述並適時提問、附錄 A 
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實物操作 
26:47 
重點三：兩直線的相關位置 
(重合、平行、交一點、歪斜) 
老師講述並適時提問、
實物操作 
32:04 
利用教室請學生比歪斜線、歪斜線的距離、
公垂線 
學生示範 
36:33 
 
學生輪流上台寫答案，
老師講述，實物操作 
43:15 
兩個問題，比較角度大小 
 
實物操作 
48:35  結束 
 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐3‐1‐1：空間概念之教學流程 
¾  特徵 
1.  教材內容中安排了五個重要概念，一開始直接由公設切入說明。 
2.  在「公設」的介紹中會穿插例子解說，其餘每個概念一一解說後才出題目要
學生練習。 
3.  善用教具與實物適當地搭配解說概念。 
4.  課堂最後安排挑戰題讓學生思考，作為後續教學內容的預備 
例子  題目 公設  概念  概念  例子  概念  概念 
老師說明 
畫圖呈現 
實物操作 
老師講解 
實物操作 
老師講解 
實物操作 
老師講解 
實物操作 
老師講解 
實物操作 
畫圖呈現 
學生練習 
老師講解 
實物操作 
挑戰題 
多樣表徵 多樣表徵附錄 A 
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＊  說明 
    課堂一開始先請學生準備待會上課會用到的長方體道具，接著開始進入主
題，首先介紹四個公設，解釋到第四個公設「若兩相異平面上有共同點，那麼此
平面的所有共同點，恰為一直線」時，就先與同學討論「兩平面的相關位置」 ，
之後問學生「兩平面是否只交一點？」 ，並提出兩個容易犯錯的例子，問同學的
意見。最後將公設四再總結一下。 
    接著開始說明講義中第二個重點「決定平面的四個條件」 ，並且一個一個與
學生討論。最後要學生猜測， 「給你兩平行直線求平面」或是「給你兩相交直線
求平面」 ，這兩種題目哪一種比較容易解，目的是讓學生預先知道以後可能會遇
到的考題。 
    再來講講義中第五個重點「兩平面的相關位置」 ，因為之前有探討過，老師
就再做一次複習，也讓學生猜猜看這裡可能會出了考題類型。 
    接著講重點四「直線與平面的關係」 ，在這邊的討論過程中，老師希望學生
釐清直線與平面「平行」的概念，所以將兩直線的平行概念加入與學生討論，雖
然老師有簡單提到歪斜這種情形，但是沒有還正式介紹。最後仍然有問學生這裡
可以可能出的考題。 
    再來才開始探討較複雜的重點三「兩直線的相關位置」 ，講完重合、平行與
交一點的狀況後，請學生拿出長方體，用長方體展示剛才講過的情形，以及介紹
歪斜，然後利用教室這個大長方體，請兩位學生舉出歪斜的例子後，問學生歪斜
可以考的題目，有一位學生說： 「點跟點的距離」 ，老師將學生的問題變得更明確，
用粉筆盒輔助問學生「歪斜線的最近距離是什麼」請學生回答，並引出公垂線。  
    下課前十分鐘，老師在黑板上畫了一個立方體，讓學生輪流上台寫出與其中
一條邊是歪斜線的所有情形，然後在讓學生感覺一下公垂線及兩直線的最短距
離。 
    最後出了一個挑戰題「比較兩個圖形中，兩相交直線的角度大小」 ，請同學
回家思考，明天上課再做解答，並作為之後學內容的預備。下圖 A-3-1-2 是老師附錄 A 
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出的問題： 
 
 
 
圖 A-3-1-2 
 
乙、教學主題：空間中的直線方程式 
＊  教學流程與呈現方式 
    這節課是趙老師介紹 2‐4 空間中的直線的第一節，由於研究者將許多節課轉
錄在同一個錄影檔案中 ， 所以這節課在影片中的時間是 1 小時 14 分 51 秒開始到
一小時 54 分 48 秒結束，之後關於此節課的內容報導時，會省略一小時，直接用
分與秒紀綠。上課的前幾分鐘老師在處理班上事物，所以教學起始時間為 21 分
15 秒。以下將趙老師的教材安排順序與呈現方式如下表 A‐3‐2： 
表 A‐3‐2：空間中的直線教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
21:15 
複習平面中的直線參數式： 
已知一點 (1, 2) A − 與方向向量 (2,3) v =
K
，則 直
線參數式
x
y
= ⎧
⎨ = ⎩
 
老師出題目，請一位同
學上台做答，再作說明
24:40 
延伸至空間中，已知一點(1 , 2 , 3 ) − 與方向向
量 (2,3, 5) v = −
K
，則直線參數式
x
y
z
= ⎧
⎪ = ⎨
⎪ = ⎩
 
老師出題目，請一位同
學上台做答，再作說明
26:32 
平面中可以將參數消去，空間中呢？ 
1
2
x
t
+
=
2
3
y−
=
3
5
z −
=
−
 
「對稱比例式」出現與名詞介紹 
老師講解並適時提問 
28:26  空間中直線的三種型式  老師透過水的三態類比
29:22  對稱比例式換成參數式表示  提問：你會不會寫它的附錄 A 
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參數式？ 
老師講解 
30:22 
(1) 哪種型式比較好看？ 
(2) 考試時你希望給哪一種？ 
提問，讓學生表示想法
老師講述 
35:13  講義中題目  學生練習 
37:20 
從對稱比例式中看出方向向量 
舉例：
23 2
254
x yz +− +
==
−
 
老師講解並適時提問 
舉反例 
學生上台做，老師再講
解 
45:07  如何從對稱比例式找點？  老師提問，老師講解 
47:02 
例 2  L//
* L
121
21 3
x yz −+−
==
−
 
且L過(1, 2,3) ，求L？ 
學生練習，請兩位學生
上台 
50:12  一條線的對稱比例式有幾種寫法？  提問 
54:12  小考  小考 
54:47  結束 
 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
圖 A‐3‐2‐1：空間中的直線之教學流程 
¾  特徵 
1.  教學安排上運用舊經驗的例子作內容上連結。 
2.  介紹直線參數式與對稱比例式作兩者之間的轉換。 
3.  透過例子鞏固概念注重學生概念的理解。 
4.  提供許多讓學生上台練習寫題目的機會。 
 
學生上台 
表徵切換 
例子  題目 
老師講解
形式 
學生上台 
老師講解 
形式  例子 
學生上台  學生練習附錄 A 
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＊  說明 
趙老師一開始由平面中的直線參數式引入，請學生上台寫出參數式之後，接
著將相似的概念延伸到空間中，讓學生也是上台作答。 
透過平面中可以將參數消去，將此概念延伸問學生那空間中呢？老師自己說
出答案，並且帶著學生將參數式中每個式子用t表示，然後介紹這是「對稱比例
式」 ，然後透過水的三態比擬空間中的直線也有三態，以及要學生學習參數式與
對稱比例式彼此之間的轉換。 
接著問學生兩個問題，讓學生表示想法後，老師再說明問這兩個問題的理
由，接著讓學生做講義中的類似題。之後又回到剛開始舉的例子，來說明如何從
對稱比例式中看出方向向量，老師透過一個例子來說明，不能直接用分母當作方
向向量。接著問學生如何從對稱比例式中找點。 
    延續找點的問題後，問學生一條直線的對稱比例式有幾種寫法，講解完畢後
就進行小考。 附錄 A 
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丙、教學主題：點/直線與球的關係 
＊  教學流程與呈現方式 
    這節課之前趙老師做了探索活動，老師將學生答案整理後在這堂課中呈現給
學生。教學內容安排順序與呈現方式如下表 A‐3‐3： 
表 A‐3‐3：點/直線與球的關係教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
00:30  點於球的關係，及如何判別  老師歸納，畫圖說明 
01:36 
「點在球外」可以出的題型 
○ 1 點到球的最短距離與最遠距離？ 
老師講述並適時提問 
03:35  ○ 2 最短距離與最遠距離的點之交點坐標？  老師講述 
05:49  ○ 3 球外一點跟球相切的直線有幾條？ 
老師講述、拿籃球做教
具輔助 
07:29  ○ 4 圓錐體體積？ 
老師講述、實物操作，
用實物比喻 
09:10  ○ 5 球外一點跟球相切的切點坐標？ 
提問：這種問題可不可
以出？ 
老師講述並適時提問 
10:02  ○ 6 球外一點跟球相切的切線長？  老師講述、畫圖 
12:25  ○ 7 球外一點跟球相切的切線方程式？  老師講述 
13:40  ○ 8 球外一點跟球相切所形成的圓方程式？ 
老師講述，與 3‐2 平面
上圓方程式比較 
15:30 
○ 9 球外一點跟球相切的點所在的平面方程
式？ 
老師講述並適時提問 
16:44  ○ 10球外一點跟球相切的球方程式？  老師講述並適時提問 
18:39 
「點在球外」可以出的題型 
□ 1 過球上一點的可以做幾個平面與球相切？ 
提問：點在球上可以問
的問題？ 
老師講解，實際操作 
22:04  □ 2 過球上一點的可以做幾個平面與球相切？ 
老師提問，實際操作學
生看 
23:18 
「點在球外」可以出的題型 
◇ 1 點到球的最短距離與最遠距離？ 
◇ 2 截面，最大截面？ 
老師講述，問學生其他
可以出的問題 
26:08  直線與球的關係  老師歸納，畫圖解說 
26:46  如何判別？直線與半徑比較  老師講解並適時提問 
27:40  回顧第二章，空間中點到直線的距離如何求？ 老師講解並適時提問 附錄 A 
A‐34 
 
29:00 
(1) 利用直線與球心的距離與方向向量的內積
等於零。 
老師講解 
29:44 
(2) 設參數式後利用直線上的點與球心距離，
再用配方求極值。 
老師講解學生解法 
30:46   用直線參數式代入球方程式  老師講解 
33:34  歸類題目，講義中範例 6 與範例 8 
老師抄題目在黑板上，
請兩位學生上台做， 
老師再講解 
45:59  結束 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐3‐3‐1：點與球的關係之教學過程 
 
 
 
 
 
圖 A‐3‐3‐2：直線與球的關係之教學過程 
¾  特徵 
1.  教學順序安排上透過活動，老師將學生想法做歸納整理後，呈現給學生，提
供學生前導組織。 
2.  教學內容安排上符合學生認知理解逐步加深難度。 
3.  教學中搭配教具及圖解說明，多元表徵呈現幫助學生理解。 
課前活動 
老師歸納 
概念  題型 
由易到難，表徵切換 
老師講解 
實物操作 
畫圖呈現 
老師講解 
畫圖呈現 
老師歸納 
講解 
概念  題型  題目 
學生練習 附錄 A 
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4.  概念題型解說完畢後讓學生動手做題目。 
 
＊  說明 
趙老師將課堂成兩部分來進行教學，第一部分解說第一個問題， 「點與球的
關係？判別方法？可以出的題型？」前兩個學生回答狀況不錯，老師就沒有過多
解釋。至於可以出的題型老師從其中一個學生寫最多的開始講解，老師將「點在
球外」可以出的題目整理成表 A‐3‐3 中的○ 1 ~○ 10，講解流程先由前一章節有遇過
的問題「點到球的最短與最近距離及其交點坐標」開始，接著講到相切有關的一
系列問題，使用籃球配合解說，其中有一些學生提出的概念是有錯誤的，老師也
一併將這些概念釐清，老師不斷地在概念與題型間切換，以及配合實物操作及圖
形呈現給學生看，讓學生能釐清這些概念。接著才講解另外兩種狀況 「點在球上」
及「點在球內」可以出的題型。 
講解完第一部分後，老師接著回答第二個問題， 「直線與球的關係？判別方
法？可以出的題型？」 ，在這個部分老師著重在判別方式的解法上，因為大部分
學生使用的判別方法在解題上是比較有難度的，於是老師將概念告訴學生同時也
將可以出的題型說明告訴學生。最後將講義中的題目與之前討論的概念作歸類，
並要學生上台寫題目。 
 附錄 A 
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四、唐老師教學的教材組織與呈現 
    唐老師任教於台北市立某高中，任教年級為三年級。研究者選取的觀察單元
為矩陣乘法、條件機率和貝氏定理。 
    唐老師平時會自編講義教學，不論是講解新內容或是複習舊教材會將內容在
講義上呈現，並且整合課本中的例子放入講義中讓學生練習。講義的第一部分是
「預備知識」 ，第二部分是「學習內容、例題、習題」 ，最後會有「學完本節妳應
該學會的概念、知識、能力」 。 
 
甲、  教學主題：矩陣乘法 
＊  教學流程與呈現方式 
這堂是下午第一節的課，唐老師先將待會要教的題目抄在黑板上並預留部分
空間，然後才叫醒睡午覺的同學起床開始上課。以下是老師課前在黑板上呈現的
板書(見圖 A-4-1-1)、研究者加以編號後，將黑板上的資料表也一同呈現在 ( 見圖
表 A-4-1-2)。唐老師的教材安排順序與呈現方式在表 A‐4‐1： 
 
 
 
 
 
 
圖 A-4-1-1：矩陣乘法課前板書 
 
 
 
 
 
1 
2 
3  4 
5 
6 附錄 A 
A‐37 
 
  有  捐 
甲    
乙    
丙    
丁    
戊    
  資料表 3 
有  1000  500  100 
捐  30  10  5 
      資料表 1 
  1000  500  100 
甲  2  1  4 
乙  1  2  2 
丙  0  1  3 
丁  3  2  2 
戊  0  1  2 
      資料表 2 
  甲  乙 丙 丁
張三      
李四      
王五      
      資料表 6 
  國  英  數  社  自 
張三  11 8  10 12 9 
李四  13 10 7  14 6 
王五  9  10 12 8  10
          資料表 5 
甲 1  1. 5  2  1 1.5 
乙 1.25 1  1.5 0 1.5 
丙 1.25 2  0  1 0 
丁 1  1.25 1  1 1 
          資料表 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖表 A-4-1-2：黑板上呈現的資料表 1-6 的內容 
表 A‐4‐1：矩陣乘法教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
  見圖 A‐1‐4‐1 
老師將例題及表格
抄在黑板上 
00:00 
例題一  假設甲、乙、丙、丁、戊各有 1000 元、
500 元、100 元的紙鈔張數如下表【見表 A‐2‐  中
的資料表 2】 ，現在規定任何人擁有一張 1000 元
需捐出 30 元，擁有一張 500 元需捐出 10 元，擁
有一張 100 元需捐出 5 元，則甲、乙、丙、丁、
戊各擁有多少元？捐出多少元？ 
老師講述為主 
01:36 
例題二  四名學生參加學科能力測驗，甲、乙、
丙、丁四系的採計標準不同，試算 3 名學生用四
的學系的採計標準分數如下： 【見表 A‐1‐3  中的
資料表 4、5】 
老師講述為主 
03:38  解說例題一中的資料表 3 如何得出 
老師講述並穿插提
問 
06:19  解說例題二中的資料表 6 如何得出 
老師講述並穿插提
問 
08:00  提問：例題二中資料表這樣擺有沒有缺點？  提問後老師講解 
12:03  將資料表 1 轉置後，放到圖 A‐2‐的空格中  老師講解 
12’41  回顧矩陣的行與列，並教學生記憶方式  提問：我們前面教附錄 A 
A‐38 
 
矩陣，這叫什麼？
老師講述 
14:00  回到例題一，找規律 
提問：乘出來的結
果在哪？ 
14:55 
將例題二的資料表 4 轉置後，放到圖 A‐2‐的空格
中，說明規律 
老師講解 
18:34 
提問：我們做過什麼乘法跟這個很像？ 
連結向量內積 
提問，老師講解 
21:30 
將黑板上一般矩陣乘法不會出線的東西擦掉，說
明矩陣乘法的型態 
老師講解 
26:10  看講義，矩陣乘法一般式  老師講述 
27:20 
例題 4 求下列各矩陣的乘積： 
(1)  [] 0 1 2
⎥
⎥
⎥
⎦
⎤
⎢
⎢
⎢
⎣
⎡
2 1
1 3
0 3
 
老師講解 
29:04  (2)  ⎥
⎦
⎤
⎢
⎣
⎡
−1 3
2 1
⎥
⎦
⎤
⎢
⎣
⎡
2 1 0
0 2 1
  老師講解 
31:24  (3)  ⎥
⎦
⎤
⎢
⎣
⎡
2 1 0
0 2 1
⎥
⎦
⎤
⎢
⎣
⎡
−1 3
2 1
  老師講解 
32:29 
例題 5  設
21
30
45
A
− ⎡⎤
⎢⎥ = ⎢⎥
⎢⎥ ⎣⎦
，
32 4 1
15 26
B
−− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ − ⎣ ⎦
，
15
41
32
20
C
⎡⎤
⎢⎥ − ⎢⎥ =
⎢⎥
⎢⎥ − ⎣⎦
，試求下列矩陣： 
(1) AB 。  (2)  () ABC 。  (3)  ( ) ABC。 
例題 6 
24 1
58 0
A
− ⎡⎤
= ⎢⎥
⎣⎦
、
25 1 4
42 0 3
312 0
B
− ⎡ ⎤
⎢ ⎥ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥ − ⎣ ⎦
，
AB ，並觀察BA是否存在。 
學生練習 
34:20  結束 附錄 A 
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＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐4‐1‐3：矩陣乘法之教學流程 
¾  特徵 
1.  透過板書配置將概念介紹的很順暢。 
2.  教材安排上透過生活實例將矩陣乘法的意義、運算、形式帶出。 
3.  由生活與數學共用的表徵開始進入到定義表徵。 
4.  講解後搭配例題與類題讓學生練習鞏固概念。 
 
＊  說明 
    唐老師舉二個例子引入矩陣乘法，開始計算下列兩個問題後，問學生萬一資
料數目增加時如何表示，老師利用黑板的排版先讓學生體會到當資料數目增加
時，先前的表示法不夠簡潔方便，再寫成矩陣的形式，很流暢自然地將矩陣乘法
介紹給學生，再將矩陣乘法的一般形式寫出，強調矩陣乘法的運算方式，並用口
語說明及配合板書、肢體語言(用手再黑板上比)，之後用三個例題講解讓學生熟
悉矩陣乘法的運算，最後讓學生自己做練習題。 
 
表徵切換 
生活例子  題目 
老師講述
結構 
運算 
形式 
老師講解 
例子 
學生練習
老師講述附錄 A 
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乙、  教學主題：條件機率 
＊  教學流程與呈現方式 
    這節課中唐老師先複習高二教材後才進入新教材內容，因為高三學生面臨學
力測驗，許多時間在複習一二年級的課程內容，而唐老師刻意將機率留到要教新
內容時再一併複習，目的是讓學生喚起記憶後，緊接著可以學習相關概念。以下
將唐老師教材安排順序與課堂中呈現方式呈現在下表 A‐4‐2： 
表 A‐4‐2：條件機率教學流程 
時間  教學流程  呈現方式 
01:10  複習高二內容：古典機率 
老師講述 
提問：為何要研究機率？ 
05:24 
基本事件、樣本空間 
舉例：擲骰子、丟銅板 
老師舉例說明 
15:54  複習機率性質  老師講述 
17:43  條件機率 
提問：條件機率跟前面有何
不同？ 
舉例：生活例子(推甄)，搭
配圖形呈現 
23:05 
例題擲一公正骰子 
(1) 求擲出點數是 4 的機率？ 
(2) 已知擲出的點數是偶數，請問擲出點數
是 4 的機率？ 
老師說明， 
並搭配圖形講解 
24:28  練習 5 某人擲兩個骰子，已知擲出的點數
和是 6 點請問這兩個骰子中至少有一個骰
子的點數是 1 的機率是多少？ 
練習 8 某一家庭有兩個小孩，若已知兩個
小孩中至少有一個男孩，求兩個均為男孩
的機率。 
練習 9  擲一對公正骰子，在點數和為 6 的
條件下，求其中有 1 個骰子出現 2 點之機
率。 
練習 10 由 1 到 9 的 9 個數字中任取 2 個，
且取過的數字不在取，若其和為偶數，求
兩者均為偶數之機率。 
學生練習， 
老師在黑板寫詳解 
31:56  老師講解練習 5 
32:40  老師講解練習 8 
35:27  老師講解練習 9 
35:32  老師講解練習 10 附錄 A 
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37:19  條件機率的定義  老師講解 
39:43 
練習 11 擲一公正骰子兩次 ，A表第一次出
現奇數之事件， 7 B 、 10 B 分別表兩次點數和
為 7、10 之事件，求 
(1) () PA=         (2) 7 () PB = 
(3)  10 () PB =       (4)  7 (| ) PB A= 
(5)  7 (| ) PAB =     (6)  10 (| ) PB A=  
(7)  10 (| ) PAB = 
學生練習，老師寫解答，老
師簡單說明 
46:42  結束 
 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
 
圖 A‐4‐2‐1：條件機率教學流程 
¾  特徵 
1.  複習舊經驗後才做新教材的教學。 
2.  教材順序上透過許多例子介紹後才正式介紹定義。 
3.  有留充分的時間讓學生練習之後老師再講解。 
4.  最後的題目練習是與定義有關的題目。 
5.  教學以講述與學生練習為主。 
 
＊  說明 
一開始唐老師先複習高二的內容，將「基本事件」 、 「樣本空間」幫學生複習
一遍，講解完畢後再進入主題「條件機率」 。老師用一個問題「條件機率與機率
搭配定義 
例子  題目  定義 
學生練習 老師講述
生活例子  題目
老師講述 老師講解
搭配圖形 
學生練習 
板書呈現
老師講解 附錄 A 
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有何不同？」開始了新的概念介紹。 
老師利用學生即將面臨的推薦甄選做為例子來解說條件機率，之後讓學生先
做四個例題，請學生先用之前的經驗來做做看題目，老師在一一講解，講解完畢
後正式介紹條件機率的定義，老師還用了短短的時間教學生如何記憶條件機率的
定義形式，然後再做一個例題是含有條件機率符號的例子，讓學生熟悉，最後老
師再講解。整個教學過程中留許多時間讓學生自行練習老師再講解。 
 
丙、教學主題：貝氏定理 
＊  教學內容與呈現方式 
    這節課中，唐老師的教材安排順序與呈現方式如下表 A‐4‐3： 
表 A‐4‐3：貝氏定理教學流程 
時間  教學內容  呈現方式 
00:00  生活實例說明  老師講述 
04:22 
打疫苗有過敏反應的機率
1
10000
 
沒打疫苗有過敏反應的機率
1
10,000,000
 
打疫苗的人數50,000 
沒打疫苗的人數19,500,000 
老師講述 
10:08  貝式定理又稱事後機率  老師講解 
12:42  貝式定理的用途，並舉手機公司的例子  老師舉例說明 
15:02  回到打疫苗過敏的問題 
老師講述並用畫
圖呈現 
16:43  將問題用一般式表現(分割成兩部分的)  數學一般式 
21:10  定義，並解釋「分割」  帶學生看講義 
22:25 
例題  假設某公司將甲工廠生產的 32 件產品和乙
工廠生產的 28 件產品全放進倉庫，由過去的經驗
知道：甲和乙工廠生產的不良率分別 2%和 1%，為
了檢驗倉庫中這一批物品，任意抽出一件，求抽到
不良品的機率為何？(課本例題) 
老師讀題解釋，並
畫圖解說 附錄 A 
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28:03 
例題  某社團有高一、高二、高三學生各占 30%、
30%、40%，且高一、高二、高三 
學生各有
1
3
、
1
4
、
1
5
是女生，今在社團裡任抽出一
人為社長。 
(1) 求抽中女生的機率。 
(2) 已知抽中的是女生，求它是高一的機率。 
學生練習，老師寫
板書，最後再講解
34:46 
例題  醫學上常利用心電圖篩檢心臟疾病，根據統
計，有 90%的心肌梗塞病患可由心電圖篩檢出來(即
有 10%的心肌梗塞病患為被查出)，但也有 5%健康
者的心電圖會被誤判為患有心肌梗塞。如果某成是
有 0.2%的市民患有心肌梗塞的疾病，請問若某人
的心電圖檢查結果被判定為患有心肌梗塞，則他真
正患有心肌梗塞疾病的機率是多少？ 
先讓同學做兩分
鐘，老師畫圖，再
講解 
46:10  講義題目當回家作業  講述 
46:21  結束 
 
＊  流程圖 
 
 
 
 
 
圖 A‐4‐3‐1：貝式定理之教學流程 
¾  特徵 
1.  教學安排上透過生活事件引起動機開始介紹概念及用途後才將定義與形式呈
現。 
2.  留許多時間讓學生做題目練習，老師再講解。 
3.  教學以講述與學生練習為主。 
例子  用途 
定義 
形式 
老師講述
生活例子  題目 
老師講解 
舉例說明 
老師講解 
搭配圖形 
閱讀講義 
老師講述 
搭配圖形 
學生練習
老師講解 附錄 A 
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＊  說明 
唐老師一開始與學生閒聊，並從流行感冒與打疫苗情境延伸出問題，並舉數
值來說明，接著介紹這堂課就是要解決這一類的問題，說出「貝氏定理」與之前
學過的機率之差異，也同時說明貝氏定理的用途。才將定義與數學形式的寫法告
訴學生並解釋相關概念。 
定義說明後，唐老師透過例題搭配圖形解說，並預留許多時間讓學生自己練
習。學生練習的同時，老師將解法先寫在黑板上讓已做完的同學可以參考，另一
方面在講解時可以省下寫板書的時間，最後再勾選一些題目讓學生回家練習。 